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INTRODUCAO

Samuelson iniciou seus estudos de Economia em Chicago no ano
de 1932, recebendo uma formagéo tradicional neoclassica. Em 1936
Keynes publicava seu livro A Teoria Geral do Emprego, do Juro e da
Moeda, revolucionando o pensar econémico. “E praticamente impossivel
para os estudantes de hoje compreender com plenitude o efeito do que
tem sido denominado ‘Revolucéo Keynesiana’' sobre aqueles que foram
instruidos na tradicéo ortodoxa.”t Contaminado pelo virus keynesiano,
Samuelson foi responsavel pela propagacéo das idéias de Keynes com-
preendidas na sintese neoclassica. Engajou-se em um projeto de pes-
quisa onde buscou fundamentar a analise econémica unindo 0 novo ao
velho conhecimento, buscando unicidade e coeréncia. O livro ora pu-
blicado é o resultado do trabalho apresentado para a obtenc¢éo do PhD
em Harvard, quando Samuelson tinha apenas vinte e quatro anos.
Nas paginas a seguir se estampa sua genialidade.

Dados Biograficos

Paul Samuelson nasceu em Gary, Indiana, E.U.A., em 1915. Gra-
duado em Chicago em 1935, obteve 0 M.A. em 1936 e 0 PhD em 1941
em Harvard, recebendo o Prémio David A. Wells pela dissertagdo. E
professor do M.1.T. desde 1947 (Institute Professor desde 1966). Rece-
beu o Prémio Nobel em 1970 na area de Teoria Geral do Equilibrio:
“Pelo trabalho cientifico através do qual ele aprimorou a teoria econo-
mica estatica e dinamica e contribuiu ativamente para elevar o nivel
da analise na ciéncia econdmica”.2 Em seu extenso curriculo constam
ainda trabalhos como consultor do National Resource Planning Board
(1941-43); do War Production Board (1945); do U.S. Treasury (1945-52,
61-70); da RAND Corporation (desde 1949). Foi membro do Radiation
Laboratory Staff (1944-45) e diretor do President’s Task Force for Man-

1 Samuelson, Paul A.; Op.cit., p. 13.
2 Lindbeck, Assar — “The Prize in Economic Science in Memory of Alfred Nobel”, Journal
of Economic Literature, vol. XXIIl, marco de 1985.
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taining American Prosperity. Obteve os mais almejados prémios e re-
conhecimentos concedidos a economistas, como a primeira medalha
John Bates Clark (1947), o segundo Prémio Nobel em Economia (1970).
E presidente da Associacdo Americana de Economia (1961), da Socie-
dade de Econometria (1951) e da Associa¢do Econémica Internacional
(1965-68), entre outros.

Ja em 1970, Assar Lindbeck3 destacou a impossibilidade de se
analisar a obra de Paul Samuelson em toda a sua extens&o. Similar-
mente, este prefacio deve ser entendido como uma tentativa de exem-
plificar o significado do trabalho de P. Samuelson enquanto contribuicéo
para o vasto numero de areas da teoria econdmica.

Histérico

Em 1932, Paul A. Samuelson iniciava seus estudos em Economia
na Universidade de Chicago. Aluno de professores como Frank Knight,
Jacob Winer, Henry Schultz, Paul Douglas e Henry Simons, entre ou-
tros, Samuelson recebeu uma formacdo dentro dos paradigmas classi-
cos.4 Na época em que foi para Harvard, varios de seus colegas estavam
se candidatando para a Universidade de Columbia. Segundo Samuel-
son, sua escolha foi o0 resultado de um processo ndo racional. Ele ndo
escolheu Harvard por causa de Schumpeter,® nunca havia ouvido falar
de Leontief, ou do matematico Edwin Bidwell Wilson e ainda foi aler-
tado contra o inflacionista Seymour Harris. O Unico fator de natureza
académica que pesou em sua opinido foi a presenca de Edward Cham-
berlein (que publicara havia pouco tempo seu livro Competi¢do Mono-
polistica). Na verdade, ele escolheu Harvard buscando igrejas brancas
e amplos arvoredos.

Chegou a Harvard em 1935, onde ficou por seis anos. Anos em
que se destacaram os nomes de Hansen, Schumpeter, Alan e Paul
Sweezy, Keneth Galbraith, Aaron Gordona, Abram Bergson, Richard
Musgrave, Lloyd Metzler, Robert Triffin, Joe Bain, James Tobin, Robert
Bishop, James Duesenberry, Robert Solow, Carl Kaysen e outros. Para
Samuelson, “Harvard made us. Yes, but we made Harvard”. Sua trans-
feréncia o colocou, segundo suas proprias palavras, a frente de trés
grandes ondas da Economia moderna: a revolucdo keynesiana, a re-
volugdo da competicdo monopolistica ou imperfeita e, por fim, a clareza
resultante do uso da Matematica e Econometria na solucdo de proble-
mas econdmicos. Existia, ainda, uma vantagem adicional: neste am-
biente plural, ndo faltavam oposi¢des as novas e velhas idéias, dina-
mizando a produgdo académica.

3 Lindbeck, Assar — “Paul Anthony Samuelson’s Contribution to Economics”, Swedish Jour-
nal of Economics, 1970, pp. 341-354.

Uma discusséo sobre o significado do termo aparecera adiante no item Metodologia.
Economista austriaco (1883-1950), professor de Harvard, considerado adversario do socialismo.

(G200
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SAMUELSON

Em 1940, Samuelson saia de Harvard para o Massachusetts Ins-
titute of Technology: “Eu deixei Harvard em 1940 pelas mesmas razbes
gue levaram James Tobin a partir em 1950: recebi uma oferta melhor”.6
A incapacidade de Harvard em superar a oferta do M.I.T. e manter
um talento do calibre de Samuelson foi objeto de muita especulagao.
Na época, o diretor do Departamento de Economia de Harvard, Bur-
bank, era declaradamente anti-semita e ndo muito apaixonado pela
Economia Matemética. Contudo, um comentario atribuido a Schum-
peter diz ser mais facilmente desculpavel a perda de Samuelson em
funcdo de uma atitude anti-semita naqueles tempos do que perdé-lo
pelo fato de ser considerado o melhor de todos, provocando insegurancas
e inveja: “Minha saida foi facilitada pelo fato de que ninguém, exceto
eu, acreditou na falta de mérito como justificativa para manter-me
longe da cadeira de Teoria Econémica”.” Samuelson tem sido professor
do M.L.T. desde esse periodo, onde seu trabalho ajudou a fazer o nome
do Departamento de Economia ser reconhecido mundialmente.

Em 1970, Paul A. Samuelson recebeu o segundo Prémio Nobel
concedido a economistas, sendo que o primeiro foi concedido a Ragnar
Frisch.2 Samuelson tinha, ent&o, cinqlenta e cinco anos.

Paul Samuelson comecga sua autobiografia® relatando como con-
seguir o Prémio Nobel: “Uma condigao é ter bons professores (...), bons
colaboradores (...) e, mais importante que tudo, é necessario ter sorte”.10
Anos mais tarde ele adicionou que é necessario ser abencoado com
habilidade analitica. E consenso entre os analistas de sua obra que
esta se destaca pela sofisticagdo analitica e clareza de exposi¢do. Sa-
muelson foi citado no Prémio Nobel como ativo contribuinte para a
elevacdo do nivel da analise econémica, prova do seu reconhecimento
como emérito economista. Nos dias atuais, dificilmente estudamos al-
guma area da teoria econdmica na qual ndo haja alguma contribuicéo
sua. Contudo, ndo formou uma escola de pensamento econdmico que
levasse seu nome.

A Obralt

Conhecido principalmente por seu livro de introducdo a econo-
mial2 — Economia: uma Andlise Introdutéria, 142 edigdo em portugués

Samuelson, Paul A., Op. cit, p. 11.

Samuelson, Paul A., Op. cit. p. 11.

Da Universidade de Oslo, na area de Macroeconomia, sendo citado “por ter desenvolvido e

aplicado modelos dinamicos para a andlise de processos econémicos”.

9 Samuelson, Paul A., Op. cit.

10 Samuelson, Paul A., Op. cit.

11 Para uma referéncia completa até 1981, consultar a revista Literatura Econdémica, 3 (3/4),
pp. 221-268, 1981.

12 Samuelson, Paul — Economia, Makronbooks.

0o~
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— tem, contudo, uma vasta obra ndo traduzida para o portugués. Seu
trabalho consiste no livro ora editado, Fundamentos da Analise Eco-
ndmica, de 1947; Economics, Linear Programming and Economic Ana-
lysis, de 1958; e, editados em uma coletanea, seus 388 artigos compdem
cinco volumes de trabalhos cientificos sob o titulo Collected Scientific
Papers. No primeiro volume do Collected Scientific Papers, comenta-se
a impossibilidade de se rever sua obra.

Diferentemente de outros intelectuais, o trabalho de P. Samuelson
se destaca pela sua abrangéncia e capacidade de reformular idéias
apresentando novos teoremas, bem como encontrando novas aplicagdes
para teoremas ja existentes. Desafiando a posic¢do (aparentemente con-
sensual entre os académicos) de que a produgdo intelectual ganha em
qualidade na especializacdo, ele mostra ser de fato abengcoado com
uma capacidade analitica incomum.

O trago comum em sua producdo se encontra no fato de ter pro-
duzido raras contribui¢cbes empiricas. Ao contrario, seus teoremas é
gue serviram de base para teste e estimagfes para outros autores.

Seu tema bésico foi demonstrar unicidade metodoldgica e estru-
tura analitica nos diferentes ramos da teoria econdmica. Resulta desta
abordagem o que hoje conhecemos como Sintese Neoclassica.

Metodologia e Sintese Neoclassica

Parece impossivel falar sobre Samuelson sem escrever umas breves
linhas sobre a questédo metodolégica envolvida em sua obra. Samuelson
se considera um economista matematico na linha neo-keynesiana, na ver-
dade um dos maiores contribuintes para a “sintese neoclassica”. Para en-
tender por que Samuelson se dedicou a conciliar os paradigmas keynesiano
e neoclassico, devemos nos remeter a histéria do pensamento econdmico
e buscar na evolugéo destas idéias suas influéncias.

O que significa ter sido formado na tradic@o ortodoxa? Significa
que o método analitico empregado ndo “problematiza — ou seja, néo
confere um caréter histérico™3 as relacdes econdmicas —; significa ain-
da que as relagdes econdmicas sdo entendidas como fendmenos seme-
lhantes aos naturais. Isto porque a evolugdo do modo capitalista de
producéo, a decorrente especializagao e divisao do trabalho e a crescente
interdependéncia entre os agentes econdmicos “ndo era sentida como
uma dependéncia de outros seres humanos, mas como uma dependéncia
pessoal, individual, de uma institui¢cdo social que ndo era humana —
0 mercado”.14

Enquanto a teoria do valor trabalho nos remete necessariamente
as relagbes de producdo que se estabelecem, envolvendo assim uma

13 Napoleoni, Claudio: Smith, Ricardo, Marx, Graal, 1981.
14 Hunt, E.K,, Op. cit, p. 143.
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referéncia explicita a organizagéo social, a divisdo de classes, as ins-
tituicbes e ao comportamento humano, a teoria do valor utilidade (teoria
subjetiva do valor) nos remete ao mercado como “uma forga social impessoal
sobre a qual (...), de modo geral, tinham pouco ou nenhum controle pessoal;
as forcas da concorréncia do mercado eram vistas como leis naturais e
imutaveis, inteiramente semelhantes as leis da natureza”.15

A obra de Samuelson espelha suas influéncias: “sendo o filho de
Schumpeter, sou 0 neto de Bohm-Bawerk¢ e Menger. Sendo o filho de
Leontief,17 eu sou o neto de Bortkiewicz e sou o bisneto de Walras”.18 .19
As idéias destes economistas estdo marcadas em sua obra.20

O que ha de comum entre as declaradas influéncias de Samuelson
é o fato de que estes economistas se engajaram em um projeto de
pesquisa que entende a natureza da organizagdo econdmica e suas leis
a semelhanca das leis naturais.

E necessario esclarecer em que sentido Samuelson pode ser clas-
sificado um neoclassico. Este adjetivo atribuido a Samuelson nédo se
deve ao critério usualmente utilizado para distinguir economistas neo-
classicos de classicos: a introducdo da teoria subjetiva do valor cujas
origens remontam a escola utilitarista em oposicéo a teoria do valor-
trabalho. Feiwel2! alerta que o termo economia neoclassica significa
diferentes coisas para diferentes pessoas, recomendando o uso de uma
distinc@o entre a percepcdo mais ampla e mais restrita, lembrando
Arrow: “Os pilares da doutrina neoclassica séo o principio da otimizacéo
pelos agentes econémicos e a coordenacdo de suas atividades através
do mercado”.22 Para Hahn23, a acepgéo do termo “neoclassico” se vincula
a presenca de trés elementos: 1°) utilizar o reducionismo no sentido
de focar as explica¢des para os fendmenos econdmicos a partir da acéo
dos agentes individuais; 2°) utilizar axiomas de racionalidade; 3°) acre-
ditar que a nocao de equilibrio é requerida e que o estudo dos estados
de equilibrio é atil. Neste sentido mais amplo, Samuelson é um neo-
classico. Ndo porque acredite no mercado enquanto mecanismo de coo-
peracdo econdmica que leve necessariamente a economia a otimizacéo

15 Hunt, E.K,, Op. cit., p. 143.

16 Economista austriaco (1851-1914), um dos expoentes do marginalismo, pretendeu mostrar
que o sistema capitalista repousa sobre leis naturais que ndo podem ser transgredidas
quando se quer utilizar eficazmente as forcas produtivas.

17 Economista russo (1906), inspirou-se no sistema abstrato de equagdes do equilibrio geral
de Walras; seu método é uma dinamizacdo da andlise estatica de Walras.

18 Samuelson, Paul A., in: The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1972, p. 684.

19 Samuelson, Paul A, in: The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1972, p. 1501.

20 "ldéias adquiridas por nossa inteligéncia, incorporadas a nossos pontos de vista e forjadas
em nossa consciéncia séo cadeias das quais ndo poderemos nos libertar sem esforgo doloroso;
s@o demdnios, que poderemos vencer somente nos submetendo a eles”, Karl Marx in: Hunt,
E.K. — Histéria do Pensamento Econémico, Ed. Campus, 1982.

21 Feiwel, G. — Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff, 1982.

22 Arrow, 1975, p. 4. In: Feiwel, G, Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff,
1982, grifo nosso.

23 Hahn, F., Equilibrium and Macroeconomic Theory.
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alocativa, ou seja, ser neoclassico implica uma opgdo metodolégica e ndo
ideolégica. Como definido, ser neoclassico ndo implica necessariamente ser
liberal. Portanto, ndo ha incompatibilidade em ser neoclassico e keynesiano.

As leituras?4 da Teoria Geral do Emprego, do Juro e da Moeda
levaram a diferentes, e muitas vezes conflitantes, interpretagdes e pres-
cricbes econdmicas. Muito em fun¢do das influéncias anteriores que
formaram o intelectual e muito em relagdo a posicado ideolégica, a teoria
keynesiana tem sido apresentada como um paradigma sucessivo que
falseia o projeto de pesquisa neoclassico, sendo este termo associado
ao ideario liberal. Basicamente, as diferentes leituras dividiram os eco-
nomistas entre os que acreditam nos beneficios de um mercado livre
e 0s que créem na necessidade da a¢do econdmica do governo. Samuel-
son fez parte do grupo de economistas que ao ler a obra de Keynes
buscaram mostrar que, ao contrario de constituir um paradigma su-
cessivo ao anterior, eram formulagdes tedricas consistentes com uma
Unica teoria:25 a sintese neoclassica. Para ele, a Teoria Geral ofereceu
um modelo relativamente mais realistico e um sistema que permitiu
analisar o nivel da demanda efetiva e suas flutuacgdes, principalmente
ao explicitar as relagdes entre a poupanca e 0 consumo com a renda,
e ainda “existe a importante negativa para o axioma classico implicito
que caracteriza o investimento como indefinidamente expansivel ou
comprimivel, de tal maneira que qualquer tentativa de poupanca sera
completamente investida”.26 Para Samuelson, a Teoria Geral represen-
ta uma adic¢do e ndo uma sucessao de paradigmas, sendo esta “a con-
clusdo ou auge da obra de Adam Smith, A Riqueza das Nagdes (1776),
ndo seu golpe de misericérdia”.??

A possibilidade de uma sintese encontra-se na propria teoria key-
nesiana. Keynes ndo rompeu totalmente com os postulados classicos
— intencionalmente ou ndo — ao manter a igualdade entre a produ-
tividade marginal do trabalho e seu rendimento?8, ou mesmo quando
supbe ser a eficiéncia marginal do capital inversamente relacionada
ao volume de investimento.2® Em Economic Theory and Wages, um

24 A leitura de Hicks sobre a obra de Keynes levou-o a apresenta-la em um conjunto de
equagdes conhecidas hoje como o modelo IS/LM. Outros, como Paul Davidson, Hyman
Minsky e Alfred Eichner buscaram enfatizar o papel do conceito de incerteza e a problemaética
inerente a uma economia monetaria contida na obra keynesiana, numa linha de pesquisa
que chamamos de programa pés-keynesiano.

25 Isto nos remete a concepgdo de ciéncia natural, de paradigmas sucessivos, de uma verdade
Gnica.

26 Samuelson, P.A., in: The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1966, p. 1523.

27 Samuelson, P.A,, in: Feiwel, G; Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff,
1982, p. 205.

28 Consultar Keynes, J.M.; Teoria Geral do Emprego, do Juro e do Dinheiro, cap. 2, “Os
Postulados da Economia Classica”.

29 Sobre uma discussdo mais profunda das implicagdes desta relagdo e sua associagdo com
os postulados classicos, consultar Mackenna, Edward J. e Zannoni, Diane C., The relation
between the rate of interest and investment in post keynesian analysis (Eastern Economic
Journal, vol. XVI, n° 2, abril/junho 1990.
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artigo escrito em 1950, Samuelson sugere a denominagéo neoclassica
para a sintese na qual se empenhara em elaborar: “De certo modo,
uma doutrina mesclada surgiu da combinacéo da analise classica, neo-
classica, keynesiana e neo-keynesiana. Um nome legitimo e conveniente
para este resultado é, eu sugiro, ‘neoclassico’. A analise neoclassica
admite um equilibrio com desemprego somente em casos de atrito (fric-
¢do) ou no caso particular de uma ligacédo entre riqueza-liquidez-juros
especifica que é, em certo sentido, uma negacdo da reivindicacédo da
dramatica Revolucdo Keynesiana”.3® Sendo ainda mais enfatico, Sa-
muelson afirma que n&o ha inconsisténcias entre o sistema classico e
o keynesiano quando se introduz no modelo pés-keynesiano uma anélise
do mercado de ativos, monetério e real, considerando as flutuagdes no
nivel do desemprego real: “A moderna analise econdmica nos oferece
uma sintese neoclassica que combina os elementos essenciais da teoria
de determinagdo da renda agregada com a velha teoria classica de
precos relativos e da microeconomia. Em um sistema com percurso
normal, as politicas monetarias e fiscais operam para validar uma
renda compativel com o pleno emprego postulado pela teoria classica,
0 economista sente uma convicgdo renovada nas verdades classicas e
nos principios de uma economia social”.3!

Para Samuelson, nos sistemas mistos, a a¢do econdmica do go-
verno nos beneficia ao garantir o emprego e beneficios sociais sob con-
di¢do de liberdade individual, enquanto o mercado cria os incentivos
necessarios para a realizacdo do esforco humano.32

Esta vis@o de paradigmas sucessivos (decorrente da comparagao
das leis econdmicas as leis naturais33) que levou Samuelson a tarefa
de tentar conciliar os paradigmas neoclassico e keynesiano, produzindo
a sintese neocléssica, foi possivel na medida em que as diferentes lin-
guagens podem ser traduzidas por expressdes matematicas. Sendo que
0 uso da matematica consistiu no meio que permitiu a unificacédo das
diferentes linguagens em uma sé.

A Economia Matematica

Spanos34 nos oferece uma revisdo histérica do uso da mate-
matica e estatistica na producéo do conhecimento na area da ciéncia
econdmica; explicitando a importancia do método para solucionar
varias controvérsias.

30 Samuelson, P.A., in The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1972, p. 1581.

31 Samuelson, P.A,, in Feiwel, G. (1982); Samuelson and Neoclassical Economics; cap. 14,
“Samuelson and the ages after Keynes”, p. 208

32 Samuelson, P.A,; in The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1966, p. 1291.

33 A questdo socioldgica, a normativa, e os aspectos institucionais foram melhor desenvolvidos
por seu contemporaneo K. Galbraith.

34 Spanos, Aris; Statistical Foundations of Econometric Modelling; Cambridge University Press,
1993; cap. 1.
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Para Samuelson, “a economia estava esperando pelo beijo revi-
gorante do método matematico”.35 Utilizada pela primeira vez por Cour-
not38, foi disseminada como método de analise econdmica por Jevons,37
Walras e Pareto.38 A expressdo matematica das leis econdmicas per-
mitiu sua verificacdo empirica na auséncia da possibilidade da expe-
rimentacdo. A matematica é o meio pelo qual a analise econdmica
elimina elementos subjetivos. George A. Akerlof3® relata que Samuel-
son, no inicio de um curso, contou que, de acordo com Dennis Robertson,
0s economistas nada tém a dizer sobre o amor, concluindo que tanto
um quanto o outro estavam profundamente perturbados pelo fracasso
de usar modelos econémicos para representar alguns comportamentos
humanos fundamentais — amor, édio, vinganca... Samuelson, buscando
escapar da andlise subjetiva da utilidade, desenvolveu a nogéo de pre-
feréncia revelada, da qual trataremos a frente. Isto mostra seu carater,
ou melhor, sua concepcédo de método cientifico.

Nas ciéncias humanas, é comum ocorrer a simultaneidade de
paradigmas em fun¢do da dificuldade em produzir experimentos que
permitam falsear paradigmas existentes. Ao contrario, nas ciéncias
naturais os paradigmas sao sucessivos, representando um actimulo de
conhecimento. Marshall4® explicita a comparagdo das ciéncias exatas
com a ciéncia econdémica: sendo a economia comparada a “descoberta
de um completo sistema copernicano no qual todos os elementos do
universo econdmico sdo mantidos em seus lugares por matuo contrapeso
e interacdo”.4l E como se a organizacdo econdmica pudesse ser com-
parada ao sistema solar, onde o movimento de cada parte afeta e é
afetado pelo movimento de outro. Assim, a empresa € como uma pe-
quena estrela, sendo a inddstria, por analogia, as Trés Marias, ou a
Ursa Maior. Desta obra maravilhosa, extrairam-se as bases do conhe-
cimento que estéa sistematizado nos manuais de microeconomia: 0 me-
canismo de mercado, a teoria da producao, a teoria dos custos, a teoria
do consumidor, a teoria do bem-estar social e as formas de organizagéo
de mercado.

Nas palavras de Simonsen, o trabalho de Walras (1834-1910) é

35 Samuelson, Paul A.; Economics in the Golden Age: a personal memoir. Op. cit., p. 10.

36 Cournot, Antoine; economista francés, publicou Recherches sur les Principes Mathématiques
de la Théorie des Richesses.

37 Jevons, Stanley; economista inglés, publicou The Theory of Political Economy, em 1871, onde
desenvolveu uma exposi¢do matematica das leis do mercado e da teoria do valor-utilidade.

38 Pareto, Vilfredo; economista italiano, sucedeu Walras na Universidade de Lausanne, en-
fatizou o uso da matematica na economia dentro de um quadro teérico marginalista.

39 Akerlof, George A.; Paul A. Samuelson: A personal tribute and a few reflections. In: Feiwel,
G.; Samuelson and Neoclassical Economics; 1982.

40 O método marshalliano se contrapde ao método walrasiano ao propor uma abordagem
analitica de equilibrio parcial, partindo de “agentes representativos”, em contraposicéo a
abordagem de equilibrio geral.

41 Extraido da biografia escrita por Keynes: Alfred Marshall, 1842-1924, The Economic Jour-
nal, XXXIV, n° 135, setembro de 1924.
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uma tentativa de formalizar o principio da M&o Invisivel de Adam
Smith. E na obra de Walras que vamos encontrar a maior inspiragao
de Samuelson: o uso da matematica, o conceito de equilibrio, a pro-
blematica dos precos dos fatores de producéo e a interdependéncia dos
precos. Para Feiwel,42 Walras é para Samuelson “o maior economista
de todos os tempos™43, e Marshall é visto como ambiguo e confuso.

Samuelson,4* a exemplo do que ocorria nas ciéncias naturais,
acreditava no carater evolucionista do conhecimento. Neste sentido,
utilizou a matematica como meio de expressdo e unificacdo do conhe-
cimento. Formado pela escola ortodoxa e colocado a frente do conhe-
cimento keynesiano, das criticas contidas na obra de Chamberlein,
buscou encontrar elementos comuns capazes de erigir uma estrutura
tedrica que pudesse representar a realidade econdmica e explica-la.

A substitui¢do dos deuses pela Razéo, do obscurantismo pelo llu-
minismo, influenciou a concepg¢éo de ciéncia como conhecimento obje-
tivamente sistematizado. A utilizagdo do instrumento proprio das cién-
cias exatas produziu uma naturalizacdo da producdo do conhecimento
econdmico, valendo-se da quantificacdo da matematica e da fisica. Atra-
vés da linguagem matematica foi possivel isolar o que é subjetivo.

Um erro muito comum ¢é considerar a economia matematica, ou
mesmo a economia neocléssica, o resultado de uma concepcéo positiva
e ndo normativa do conhecimento cientifico. Ao contrario, Samuelson
é um exemplo de quéo distintos séo a concepcao cientifica e 0 método
empregado. Conta-se que Friedman, certa vez, ao ser questionado sobre
o significado de um conceito, replicou que Newton n&o precisava definir
a gravidade, bastava mostrar como funcionava: um exemplo de acep¢éo
positivista. Akerlof,4s relatando a espiritualidade de Samuelson, conta
que ele ndo é capaz de comer uma banana sem lembrar que Milton
Friedman aprendeu como soletrar a palavra “banana”, mas néo onde
parar (Samuelson insinuava com esta analogia que Friedman entende
as leis econdmicas, mas néo suas limitacdes). Ao contrario de Friedman,
Samuelson sempre soube os limites do conhecimento cientifico, sem-
pre buscou na observac¢do do real a inspiracdo para a construcédo
de modelos, tanto para a elaboracdo de hipdteses simplificadoras,
guanto para a sua aplicabilidade. Samuelson sempre lamentou a
impossibilidade de, com este método, construir um modelo capaz de
abranger todas as variaveis significativas, o que implica dizer incluir
variaveis ndo econémicas.

42 Feiwel, G. — Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff, 1982.

43 Samuelson, Paul A.; History of Ideas; in: The Collected Scientific Papers of Paul A. Sa-
muelson, 1972, p. 1500.

44 O elemento comum entre a obra de Walras, de Marshall e de Samuelson é a utilizacéo da
abordagem matematica e a naturalizacdo do conhecimento cientifico da economia.

45 Akerlof, George A.; Op. cit.
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Principais Contribuigdes

Diferentes divisbes tém sido realizadas no intuito de tratar da
obra de Samuelson. Arrow (1967) dividiu seu trabalho entre as con-
tribuicdes dadas a teoria do consumo, a teoria do capital, o teorema
da ndo-substituicdo, determinagdo de pregos, analise da estabilidade
e sistemas dinamicos e economia. Ja Lindbeck (1970) apresenta seu
trabalho agrupado em quatro grandes itens: teoria dindmica e analise
de estabilidade, teoria do consumo e do bem-estar, teoria geral do equi-
librio e teoria do capital, juros e eficiéncia intertemporal. E Fischer
(1993) analisa sua obra subdividida em teoria do consumo e bem-estar,
teoria do capital, equilibrio geral e dinamica, comércio internacional,
financas, macroeconomia e a obra Fundamentos da Teoria Econdmica.

Tendo claro que sua producéo académica é marcada por uma visao
cientifica unicista e pelo uso da matematica, apresentamos a seguir o que
consideramos mais relevante dentre suas contribuicdes: teoria do consumo,
comércio internacional, teoria do capital, equilibrio geral e dinadmica.

Teoria do Consumo

Lamentavelmente, o ensino de economia hoje apresenta ao estu-
dante de graduacdo a fronteira do conhecimento desconectada de sua
evolucdo histdrica e do contexto no qual esta inserido. Rostow4¢ dedica
seu livro “aos economistas da nova geragado, na esperanc¢a de que, sem
abandonar os modernos métodos de analise, eles possam construir uma
ponte entre o abismo de 1870 e restabelecer a continuidade com os
principios humanos, espacosos da tradicdo da economia politica clas-
sica”.47 Samuelson, nesta tradicéo, apds ter descoberto os economistas
classicos#® e dotado de uma impressionante capacidade analitica, as-
sociada a um grande dominio de expressao, seja verbal ou na linguagem
matematica, buscou construir essa ponte entre presente e passado pro-
duzindo um conhecimento fronteirigo.

Poucos pensam como foi no inicio construir uma teoria do con-
sumo, tal como apresentada num livro texto como o do proprio Sa-
muelson. Por que construir uma teoria a partir da unidade individual?
Por que um agente racional? Por que imaginar que é possivel realizar
escolhas analisando apenas duas variaveis? Porque iniciamos a estru-
turacdo deste saber a partir de uma légica cartesiana, de um espelho
nas ciéncias naturais como a fisica, buscando construir um conheci-
mento superior, Unico e incontestavel que pudesse ser aplicado a qual-
quer sociedade, qualquer estrutura institucional ou comportamental e

46 Rostow, W.W. — Theorists of Economic Growth from David Hume to the Present, Oxford
University Press, 1990.

47 Rostow, W.W, Op. cit.

48 Samuelson, Paul; Economics in a Golden Age: a personal memoir, p. 4.

- 14 -



SAMUELSON

em qualquer ponto do tempo.4® Nesta ldgica, buscou-se inicialmente
desenvolver uma teoria do consumo, cujo objetivo seria a satisfacéo de
necessidades sendo a utilidade analisada como uma medicgéo especifica
do grau de satisfacdo expressa em “Utiles”.50 As dificuldades, hoje 6bvias
porque evidenciadas, inerentes a mensuracdo da satisfacdo, fizeram
abandonar a abordagem cardinal (ou index) em favor de uma abordagem
ordinal. De acordo com este critério e, considerando-se que a utilidade
€ uma medida ficticia e variavel de acordo com as preferéncias indi-
viduais, passou-se a considerar a utilidade em niveis ordenados como
primeiro, segundo, etc. Isto, porém, levou a outras dificuldades anali-
ticas. Primeiro, de acordo com que critério as utilidades seriam orde-
nadas? Segundo, como inferi-las, estiméa-las, uma vez que permaneciam
subjetivas? Assumir uma racionalidade maximizadora de satisfacéo
como o objetivo mais provavel resolveria a primeira pergunta. A res-
posta para a segunda pergunta foi oferecida por Samuelson em sua
teoria da preferéncia revelada:5! “Seu propoésito era desenvolver uma
teoria completa do consumo livre de qualquer vestigio do conceito de
utilidade”. Nos manuais de microeconomia, a preferéncia revelada apa-
rece como um experimento no qual “supomos que os gostos do consu-
midor individual permanecem constantes no tempo em estudo. O que
observamos é como o individuo reage a diferentes altera¢des na renda
monetaria e nos precos. Sabemos que, numa experiéncia como esta, 0
consumidor escolhe uma combina¢do em particular de bens por uma
de duas razdes. Ou a combinagéo escolhida é a preferida, ou uma com-
binacdo nédo escolhida esta fora do espago orcamentario. Se variamos
0s precos de modo que a combinacdo escolhida ndo seja mais barata
do que a combinacéo alternativa, podemos, entdo, afirmar categorica-
mente que, se a primeira combinacdo ainda é a escolhida, sabemos
que foi escolhida porque é preferida em relagdo a segunda”.52 Sendo
que “normalmente ndo ha informagdes suficientes que permitam uti-
lizar este enfoque de preferéncia revelada na determinacdo das curvas
de indiferenga. Felizmente, esta analise é também Util como um meio
de verificagdo da coeréncia de escolhas, feitas pelos consumidores, com
as premissas da teoria do consumidor (...) Finalmente, a analise da
preferéncia revelada poderia nos ajudar a compreender as implicacdes
das escolhas que deverdo ser feitas pelos consumidores em determi-
nadas circunstancias (...)"s3

49 A justificativa para uma abordagem atemporal encontra-se nas palavras de Samuelson (Op.
cit, p. 270): “um sistema verdadeiramente dinamico pode ser completamente néo histérico
ou causal, no sentido de que seu comportamento depende somente de suas condicoes iniciais
e do tempo decorrido, ndo entrando no processo a data do calendario”.

50 O “atil” como unidade de medida da utilidade de um bem.

51 Samuelson, Paul A. — A Note on the Pure Theory of Consumers Behaviour, 1938.

52 Miller, Roger LeRoy, Microeconomia, McGraw-Hill, 1981, p. 31.

53 Pindyck, Robert S. e Rubinfeld, Daniel L.; Microeconomia, Makron Books, 1991, p. 104.
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Dois veios da teoria do consumo em duas tradicGes se apresentam:
1°) preferéncia revelada e integrabilidade, e 2°) a mensuracédo do bem-
estar social. Houthakkers4 mostra como o trabalho de Samuelson “levou
a uma completa transformacéo em ambos os veios e a uma sintese
entre os dois, possibilitando a construcdo de fungdes de utilidade e
medidas de bem-estar que estédo firmemente baseadas nas observacdes
de mercado do comportamento de demanda individual”. Em 1938, Sa-
muelson rejeitava o conceito de utilidade por ndo encontrar uma in-
terpretacdo convincente para a matriz de Slutsky. A principal motivacéo
para o desenvolvimento da teoria da preferéncia revelada originou-se
no desejo de construir as bases da teoria da demanda no comportamento
observavel e livra-la do conceito inatil de utilidade.

Comeércio Internacional

De acordo com o teorema desenvolvido por Heckscher-Ohlin,35
havera exportacdo de mercadorias para cada pais, correspondente ao
seu fator abundante. Samuelson, com Stolper, provaram néo ser ver-
dadeiro o resultado obtido anteriormente. Formalmente, ele pode ser
enunciado: uma tarifa aumenta a renda do fator empregado intensi-
vamente no bem que recebe protecdo, tendo como premissas uma tec-
nologia representada por fung¢do producdo com rendimento constante
de escala e substituicdo entre fatores, existéncia de dois bens e dois
fatores que tenham quantidades limitadas disponiveis e que exista
competicdo perfeita no mercado de bens e de fatores com ajustes ins-
tantaneos. Outra importante contribuicdo de Samuelson foi mostrar
que o comércio igualaria o preco das mercadorias entre dois paises,
independentemente do movimento dos fatores; também em resposta
ao argumento intuitivo elaborado por Heckscher e Ohlin.

Teoria do Capital

Trés anos depois de haver sido publicada a Teoria Geral do Emprego,
do Juro e da Moeda, de Keynes, a mente inquieta de Samuelson ja produzia
reflexdes acerca do ciclo econdmico no artigo, de apenas quatro paginas,
“Interactions between Multiplier Analysis and the Principle of Accelera-
tion”, de 1939, e “suas elegantes quatro paginas sdo recheadas com a
esperanca e a excitacdo de um talentoso jovem sobre as perspectivas fu-
turas para a Economia Matematica e a Econometria”.56

O trabalho de Samuelson é uma extensao do projeto de pesquisa
desenvolvido por Hansen que, por sua vez, incorporou os desenvolvi-
mentos tedricos dos anos 30 de Kahn, Keynes e Harrod. O trabalho

54 Houthakker, Hendrik S.; On Consumption Theory; in: Brown, E. Cary and Solow, Robert
M., Op. cit.

55 Consultar Williamson, J.; A Economia Aberta e a Economia Mundial; Ed.Campus, 1989.

56 Rostow, W.W; Op. cit, p. 296.
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de Hansen data de 1921, quando ele analisa o comportamento ciclico
das flutuagbes econémicas nos Estados Unidos, no Reino Unido e na
Alemanha durante os anos compreendidos entre 1902 e 1908. Em 1927,
o trabalho de Hansen mostrava o mecanismo através do qual a despesa
com investimento impactava sobre o nivel de renda e emprego, e a
desproporcionalidade entre as mudanc¢as nas despesas com consumo
sobre a demanda por capital fixo e trabalho. Samuelson, em seu tra-
balho, atribui a Hansen a divisdo da renda em trés componentes: o
gasto do governo, o gasto privado de consumo estimulado pela despesa
governamental e as despesas induzidas com investimento privado.

Este trabalho de Samuelson se popularizou nos livros textos de
macroeconomia, mostrando as implicacfes de diferentes valores de pro-
pensdo marginal a consumir e a relagéo entre as varia¢cdes no consumo
e no investimento induzido. Este trabalho foi escrito quando Samuelson
tinha apenas vinte e quatro anos de idade — um de seus primeiros
papers na época em que estava em Harvard junto com Hansen, Schum-
peter e outros.5’

Influenciado por Schumpeter em seus trabalhos posteriores, Sa-
muelson adicionou o conceito de investimento exégeno ou autdénomo
ao conceito de investimento induzido. Analisado por Rostow, duas foram
as contribuicbes de Samuelson a teoria do crescimento: a primeira
seria a inclusédo do investimento autdbnomo no tratamento formal e a
segunda, a implicacdo a longo prazo (embora na tradi¢cdo keynesiana
o ciclo econémico fosse tratado como uma seqiiéncia de prazos curtos
de tempo) de um caminho para o pleno emprego dirigido pelo efeito
acelerador.

A maior parte de seus trabalhos nesta area foram escritos em
co-autoria com Robert Solow e, seguramente, é a parte mais vulne-
ravel do trabalho desenvolvido por ele. Entre outras contribuicdes,
destaca-se seu modelo de consumo-empréstimo (consumption loan
model, 1958) e a funcado de producao agregada com substitutibilidade
entre os fatores de producéo,58 parte da conhecida controvérsia Cam-
bridge-Cambridge.5®

Equilibrio Geral e Dinamica

Aqui, dois textos escritos por Samuelson séo obrigatérios: Foun-
dations of Economic Analysis (1947) e An Exact Consumption-Loan
Model of Interest With or Without the Social Contrivance of Money

57 Leontief, Alan e Paul Sweezy, Keneth Galbraith, Aaron Gordon, Abram Bergson, Shigeto
Tsuru, Richard Musgrave, Wolfgang Stolper e outros.

58 A teoria keynesiana assume uma funcdo de produgdo com combinagdes fixas de fatores.
Assim, para haver uma elevagdo no produto é necessario haver acréscimos de capital (in-
vestimento) e de méao-de-obra (emprego). No caso contrario, um aumento no capital pode
produzir elevagdes no produto e na renda sem, contudo, alterar o nivel de emprego.

59 Robinson, Joan; Misunderstandings in the Theory of Production; in Feiwel (1982).
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(1958). Neles, encontramos os principios do equilibrio geral, elemen-
tos de estéatica comparativa e o mecanismo do equilibrio intertem-
poral e eficiéncia.

“Um dos mais importantes desenvolvimentos da teoria econdmica
nos ultimos anos tem sido o crescimento da dindmica econdmica, isto
é, citando Samuelson, a construcdo de modelos econdmicos nos quais
‘variaveis em diferentes pontos do tempo’ estdo envolvidas de um modo
‘essencial’.”e0

Um tema central para a teoria econémica sempre foi a tendéncia
ao equilibrio, mas a abordagem econémica se utilizava da estatica com-
parativa e de uma nogéo de equilibrio parcial, considerando um mercado
em um ponto do tempo e comparando com outro momento. A abordagem
dindmica responde a um desejo dos economistas em elaborar uma teoria
que explicasse 0 movimento das variaveis econdmicas em um tempo
continuo em substituicdo ao método da andlise comparativa em um
tempo discreto no qual se perde informagcéo sobre o percurso da variavel
econdmica. O desenvolvimento do calculo matematico possibilitou aos
economistas utilizar uma abordagem dinadmica, sempre considerando
0 objetivo de otimizagdo, cujo resultado esperado é uma situagédo de
equilibrio.

“No6s temos dito que o significado do equilibrio reside em um
comportamento estavel quando a estabilidade é definida de um modo
particular.”6l Mais do que isso, Samuelson busca mostrar o equilibrio
como o resultado de um sistema de mercados inter-relacionados; ou
melhor, sendo “bisneto de Walras” e tendo sido colocado a frente da
“viruléncia keynesiana”, Samuelson buscou fundamentar analiticamen-
te um modelo de equilibrio geral agregativo.

Conclusdes

Nos anos apés Keynes ter publicado a Teoria Geral do Emprego,
do Juro e do Dinheiro, aprofundaram-se as divergéncias entre os eco-
nomistas, sejam elas de carater ideolégico, sejam em relagéo ao método
analitico. Dessas divergéncias,52 originaram-se programas de pesquisa
conhecidos como escola neokeynesiana, escola monetarista, escola pés-
keynesiana, nova macroeconomia classica e outras. Samuelson viveu
este periodo, assistiu a construgdo destas contraposicdes e diz: “Eu
considero uma vantagem ter nascido e me formado economista antes
de 1936 e ter recebido uma formagdo basicamente neoclassica. E quase
impossivel para os estudantes de hoje compreender o impacto pleno
do que tem sido denominado ‘A Revolugédo Keynesiana’' sobre noés, cria-

60 Samuelson, Paul A., The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1972, p. 314.

61 Samuelson, Paul A., The Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, 1972, p. 314.

62 Para conhecer melhor essas divergéncias, recomenda-se a leitura do livro Conversas com
Economistas, escrito por Arjo Klamer, Editora Pioneira.
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dos na tradigdo ortodoxa. O que os principiantes costumam freqlen-
temente considerar banal e 6bvio, para nés era uma novidade, era
intrigante e herético... A Teoria Geral apanhou a maior parte dos eco-
nomistas com idade abaixo de trinta e cinco anos com a viruléncia
inesperada como de uma doenca atacando pela primeira vez e dizi-
mando os habitantes de uma ilha isolada nos mares do sul”.63

Estas palavras mostram como é necessario para o estudante de
hoje o esforgo em entender o pensamento ortodoxo ndo por sua critica
— a teoria keynesiana —, mas por suas bases e preceitos, ou por seus
autores originais; muitas destas obras publicadas na presente cole¢do.
E nestas formulacdes originais que encontramos a forca das idéias
ortodoxas, hoje revigoradas na produc¢do académica da escola da Nova
Macroeconomia Cléassica,®4 e que podemos compreender o poder das
idéias monetaristas.®> Idéias que basicamente reforcam a crenca no
mecanismo de mercado enquanto meio para se otimizar o bem-estar
econdmico, em oposicdo as idéias de uma expansao da acdo do Estado,
enquanto forga reguladora e capaz de minimizar as oscilacdes ciclicas,
levando a producdo a um nivel préximo do pleno emprego.

Mesmo depois de todos esses anos, Samuelson permanece fiel a
idéia de que é possivel realizar uma sintese para a Ciéncia Econémica
e que é através do método matematico que é possivel realiza-la. Para
ele, “a sintese neoclassica pode eliminar a possibilidade paradoxal da
poupanca ser esterilizada® e pode, neste sentido, validar as nogdes
classicas relativas a formacgédo de capital e produtividade. Por outro
lado, as sociedades modernas necessariamente executam politicas fis-
cais e monetarias — e sdo estas politicas que formatam o resultante
comportamento do consumo de pleno emprego e investimento”.67 Ou
seja, a possibilidade de integrar as proposicoes keynesianas a analise
classica oferece respostas superiores para os problemas enfrentados
pelas economias nos dias de hoje. Ainda, Samuelson diz que, ao morrer,
seu Unico pecado sera ter sido um economista matematico e que, ao
se arrepender disto para entrar no paraiso, ainda assim, dira enfati-
camente: mas foi util.

Em resumo, Samuelson é fundamentalmente um economista eclé-

63 Samuelson, Paul A.; Economics in the Golden Age: a personal memoir; in: Brown, E. Cary and
Solow, Robert M. — Paul Samuelson and Modern Economic Theory, McGraw-Hill, 1983.

64 Feiwel, George R.; Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff, 1982; “Samuel-
son and the age after Keynes”, p. 218.

65 Feiwel, George R.; Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff, 1982; “Samuel-
son and the age after Keynes”, p. 219.

66 Samuelson se refere ao paradoxo da poupanca que implica a contradi¢éo entre a necessidade
de poupar parte da renda para financiar investimentos e expandir o produto e o fato de,
ao realizar poupanca, sinalizar baixo nivel de consumo desestimulando os investimentos e
contraindo o produto e a renda.

67 Feiwel, George R.; Samuelson and Neoclassical Economics, Kluwer-Nijhoff, 1982; “Samuel-
son and the age after Keynes”, p. 211.
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tico, excepcionalmente inteligente e didatico, capaz de encantar e des-
pertar a curiosidade de economistas a leigos; e nos faz refletir sobre
a evolugédo do pensamento econémico e ndo sobre suas controvérsias.
Ele é capaz de resgatar, para o economista, a crenca na capacidade
de oferecer respostas para os nossos problemas sem o uso de bolas de
cristal: “Em resumo, economia néo é astrologia nem teologia”.68

Agradeco os comentdrios e sugestdes de Antdnio Carlos Alves
dos Santos, Claudia Helena Cavalieri, Carlos Dias Correa, Evelyn Tan,
Maria Angélica Borges e Paulo Sandroni. Os erros que porventura
existirem sd@o de inteira responsabilidade da autora.
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68 Samuelson, Paul A.; Economics in the Golden Age: a personal memoir; in: Brown, E. Cary
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PREFACIO

A versao original deste livro apresentada em 1941 & Comissé&o
do Prémio David A. Wells da Universidade de Harvard tinha o subtitulo
“A Significancia Operacional da Teoria Econdmica”. Aquela época, a
maior parte do material apresentado ja contava varios anos, tendo
sido concebida e escrita originalmente em 1937. Fez-se necessaria uma
demora ainda maior na publicagéo por causa da guerra e do acréscimo
de materiais suplementares, que foram além da concepcéo original da
obra indicada por seu subtitulo, e que fizeram dela um tratado. Devido
a tensdo do trabalho ligado a guerra, eu ndo pude dedicar as obras
surgidas nos Ultimos anos toda a atengdo que merecem, nem mesmo
para abarcar todos os desdobramentos de meu proéprio pensamento.
Felizmente, o passar do tempo tem sido benévolo para com a anélise
aqui contida, e quando ela se aproxima dos tépicos tratados no magistral
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Introducédo

A existéncia de analogias entre as caracteristicas centrais de va-
rias teorias implica a existéncia de uma teoria geral que subjaz as
teorias particulares e as unifica com relagdo a essas caracteristicas
centrais. Esse principio fundamental da generalizagcdo por abstracéo
foi anunciado pelo eminente matematico norte-americano E. H. Moore
ha mais de trinta anos. O propésito das paginas que se seguem §é
deslindar suas implicages para a economia teérica e aplicada.

Um economista de intuicdo muito apurada teria talvez suspeitado
desde o inicio que campos aparentemente diversos — a economia da
producgdo, o comportamento do consumidor, o comércio internacional,
as finangas publicas, os ciclos econdmicos, a analise da renda — pos-
suem semelhancas formais surpreendentes, e que da andlise desses
elementos comuns resultaria uma economia de esforgos.

N&o posso afirmar ter sido essa a visdo inicial. S6 depois de
custoso trabalho em cada um desses campos foi que me apercebi de
gue essencialmente as mesmas desigualdades e teoremas apareciam
sempre e que eu estava desperdicando meu tempo, demonstrando sem-
pre os mesmos teoremas.

Eu tinha consciéncia, é claro, de que cada campo continha in-
cégnitas interdependentes, determinadas por condi¢des de equilibrio
provavelmente eficazes — fato esse que sempre tem sido percebido
por muita gente. Porém, e isso me leva ao segundo propésito funda-
mental desta obra, ninguém havia assinalado — que eu soubesse —
gue existem teoremas significativos formalmente idénticos nesses cam-
pos, todos formulados por métodos essencialmente analogos.

Isso ndo é de surpreender, uma vez que apenas uma fracdo mi-
nima dos textos de Economia, tanto teérica como aplicada, se preocupou
com a deducéo de teoremas operacionalmente significativos. Pelo menos
em parte, isso resultou das mas idéias preconcebidas no campo da
metodologia segundo as quais as leis econémicas deduzidas de propo-
sicBes a priori apresentavam rigor e validade independentemente de
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todo comportamento humano empirico. S6 alguns poucos economistas,
porém, chegaram a esse ponto. A maioria deles teria se contentado
em enunciar teoremas significativos, se algum lhes tivesse ocorrido.
De fato, as obras econdmicas sé@o repletas de falsas generalizagdes.

Nao temos que cavar muito fundo para encontrar exemplos. De
fato, centenas de artigos eruditos tém sido escritos sobre o tema uti-
lidade. Tome-se um pouco de ma psicologia, adicione-se uma pitada
de ma filosofia e ética e generosas porcoes de ma légica, e qualquer
economista pode provar que a curva da demanda de uma mercadoria
apresenta uma inclinagdo negativa. O instinto dele é bom: a tentativa
de formular um teorema significativo e util deve ser elogiada — muito
mais que a posicdo inécua de que a utilidade é sempre maximizada
porque as pessoas fazem o que fazem. Como é alentador entdo um
artigo como o de Slutsky,! que tentou, obtendo sucesso parcial, deduzir
de uma vez por todas as hipéteses sobre o comportamento do equilibrio
preco-quantidade implicitas na teoria da utilidade.

Os economistas tém se consolado com seus parcos resultados pen-
sando que estavam forjando ferramentas que com o tempo dariam
fruto. A promessa esta sempre no futuro; somos como atletas altamente
exercitados que nunca participam de uma corrida e, em consequéncia,
perdem sua condigdo fisica por treinarem demais. Ainda é muito cedo
para se afirmar que as inovag¢fes do pensamento da ultima década
puderam deter os sinais inequivocos de decadéncia que se encontravam
claramente presentes no pensamento econdmico anterior a 1930.

Quando falo de um teorema significativo, quero dizer simples-
mente uma hipdtese sobre dados empiricos que pode, presumivelmente,
ser refutada, mesmo que apenas em condig¢des ideais. Um teorema
significativo pode ser falso. Pode ser valido, mas de pouca importancia.
Sua validade pode ser indeterminada e dificil ou impossivel de verificar,
do ponto de vista préatico. Assim, com os dados existentes, pode ser
impossivel verificar a hipdtese de que a demanda de sal apresenta a
elasticidade —1,0. Mas ela ¢ significativa porque, em condic¢les ideais,
pode-se imaginar um experimento pelo qual poder-se-ia refutar essa
hipdtese. A proposicdo de que, se a demanda fosse inelastica, um au-
mento do preco elevaria a renda total ndo é um teorema significativo
nesse sentido. Ela ndo implica nenhuma hipotese — certamente nem
mesmo a de gque existe uma demanda que é inelastica — e é verdadeira
simplesmente por defini¢do. Possivelmente ela terd tido uma certa utili-
dade “psicolégica” ajudando os economistas a formularem as perguntas
corretas aos fatos, mas mesmo eu tenho algumas duvidas a esse respeito.

Neste estudo tento mostrar que de fato existem teoremas signi-
ficativos em diferentes campos dos assuntos econémicos. Eles ndo séo
deduzidos do nada nem de proposic¢des a priori sobre verdade universal

1 SLUTSKY, E. “Sulla teoria del bilancio del consumatore”. In: Giornale degli Economisti.
LI, 1915. pp. 1-26.
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e aplicabilidade no vacuo. Eles partem quase completamente de dois
tipos de hipéteses muito gerais. A primeira é a de que as condigdes
de equilibrio sdo equivalentes & maximizagdo (ou minimizagéo) de al-
guma grandeza. A Parte Primeira trata desse aspecto do assunto de
modo razoavelmente exaustivo.

Contudo, quanto nos afastamos das unidades econdémicas simples,
constatamos que a determinagdo das incognitas ndo tem relagdo com uma
posicéo de extremo. Mesmo nas teorias mais simples dos ciclos econémicos
ha falta de simetria nas condi¢des de equilibrio, de forma que ndo ha
possibilidades de se reduzir diretamente o problema a uma questdo de
maximo ou minimo. Em vez disso, sdo especificadas as propriedades di-
namicas do sistema, e formula-se a hipétese de que o sistema se encontra
em equilibrio ou em movimento “estavel”. Por meio daquilo que eu chamei
de Principio de Correspondéncia entre a estatica comparada e a dinamica,
podem-se deduzir, de uma hipdtese tdo simples, teoremas operacional-
mente significativos definidos. Quem estiver interessado apenas numa es-
tatica fecunda precisa estudar a dinamica.

A validade empirica ou fecundidade dos teoremas, é claro, nao
pode sobrepujar a da hipotese original. Ademais, a hip6tese da esta-
bilidade ndo tem valor teol6gico? ou normativo; assim, o equilibrio es-
tavel poderia se verificar ao nivel de desemprego de 50%. A plausibi-
lidade de uma hipétese de estabilidade como essa é sugerida pela ob-
servacdo de que as posicoes de equilibrio instavel, mesmo que existam,
sdo estados transitérios, ndo persistentes, e, portanto, mesmo com o
calculo de probabilidades mais grosseiro seriam observadas menos fre-
guentemente do que os estados estaveis. Quantas vezes o leitor ja viu
um ovo em pé? De um ponto de vista formal, freqiientemente convém
levar em conta a estabilidade dos movimentos ndo estacionarios.

Numa boa porc¢édo da Parte Segunda analisa-se 0 comportamento
dindmico dos sistemas por si mesmo, sem levar em conta suas impli-
cagdes no sentido da estatica comparada. E nos dltimos capitulos da
Parte Primeira fui além da concepc¢éo original do livro, incluindo as-
suntos tais como a economia do bem-estar. Apesar de o contetdo légico
dos teoremas enunciados aqui ser diferente, existe uma unidade de
método subjacente.

No comego, esperava-se que a discussdo pudesse ndo ser técnica.
Bem depressa, porém, tornou-se evidente que tal procedimento, embora
possivel, exigiria um texto varias vezes maior que o atual. Ademais,
cheguei a concluséo de que o dito de Marshall de que “parece duvidoso
gue alguma pessoa gaste bem seu tempo lendo alentadas tradugdes
de doutrinas econdmicas em linguagem matematica se ndo tiverem
sido feitas por ela mesma” deve exatamente ser revertido. A trabalhosa

2 HENDERSON, L. J. The Order of Nature. Cambridge, Massachusetts, Harvard University
Press, 1917.
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elaboracéo literaria de conceitos matematicos essencialmente simples
que caracteriza a maior parte da moderna teoria econdmica nédo so
ndo compensa, do ponto de vista do progresso da ciéncia, como também
exige uma ginastica mental de um tipo especificamente corrompido.

Por outro lado, tentei evitar os floreios matematicos, e o0 ma-
tematico puro ira reconhecer logo o carater essencialmente elemen-
tar dos instrumentos usados. O meu interesse pessoal pela Mate-
matica tem sido secundario e subsequiente a meu interesse pela
Economia. Contudo, o leitor podera encontrar algumas partes dificeis
de acompanhar. Para aliviar a tarefa, coloquei os teoremas puramente
matematicos em dois apéndices em separado, o segundo dos quais
fornece a teoria das equagdes diferenciais uma introducgéo razoavel-
mente autocontida.
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Os Sistemas de Equilibrio e a Estatica Comparada

A maioria dos tratados econdmicos esta voltada para a descricéo
de alguma parte do mundo real ou para a elaboracdo de elementos
particulares abstraidos da realidade. Implicitas nessas analises estéo
certas uniformidades formais reconheciveis, que de fato séo caracte-
risticas de todo método cientifico. Propomo-nos aqui investigar essas
caracteristicas comuns, na esperan¢a de demonstrar como é possivel
deduzir principios gerais que podem servir para unificar amplos setores
da teoria econdmica atual.

Em todo problema de teoria econdmica, certas variaveis (quan-
tidades, precos etc.) sdo designadas como incognitas, em cuja determi-
nacdo estamos interessados. Seus valores surgem como solu¢do de um
conjunto especifico de relagbes impostas as incégnitas por suposicéo
ou hipdtese. Essas relagdes funcionais séo validas para um dado am-
biente, um dado meio. E claro que a indicacdo completa desse ambiente
exigiria a especificacdo de todo o universo; portanto, adotamos impli-
citamente uma matriz de condic¢fes dentro da qual a nossa anélise ir4
se realizar.

Dificilmente bastaria, contudo, mostrar que em certas condic¢des
podemos indicar relagdes (equacges) suficientes para determinar o valor
de nossas incégnitas. E importante que nossa anélise se desenvolva
de forma a nos auxiliar a determinar como nossas variaveis se modi-
ficam qualitativa ou quantitativamente em face da ocorréncia de mu-
dangas nos dados explicitos. Assim, introduzimos explicitamente em
nosso sistema certos dados sob forma de parametros, que, ao mudar,
provocam variagdes em nossas relacfes funcionais. A utilidade de nossa
teoria resulta do fato de que, por meio de nossa analise, muitas vezes
podemos determinar a natureza das mudang¢as em nossas variaveis
incégnitas que resultam de uma mudan¢a dada em um ou mais pa-
rametros. Na verdade, nossa teoria sera sem sentido do ponto de vista
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operacional, a menos que implique realmente algumas restri¢des com
base em quantidades empiricamente observaveis, pelas quais possa
ser refutada.

Esse, em resumo, é o método da estatica comparada, isto é, a
investigacdo das varia¢gbes num sistema, de uma posicdo e equilibrio
para outra, sem levar em conta o processo de transi¢cdo envolvido no
ajuste. Por equilibrio queremos dizer aqui apenas os valores de varia-
veis determinados por um conjunto de condigdes, sem atribuir conota-
¢Bes normativas ao termo. Como serd mostrado mais tarde, sempre é
possivel estabelecer sistemas de equilibrio completamente simples, sem
significado real. Esse método de estatica comparada é apenas uma
aplicacéo especial da pratica mais geral de dedugao cientifica, na qual
0 comportamento de um sistema (possivelmente ao longo do tempo) é
definido em termos de um dado conjunto de equagdes funcionais e
condicgdes iniciais. Dessa forma, boa parte da fisica teérica consiste em
se supor equagcdes diferenciais de segunda ordem em numero suficiente
para determinar a evolugdo através do tempo de todas as variaveis
sujeitas a dadas condicfes iniciais de posi¢do e velocidade. De modo
semelhante, no campo da Economia tém sido sugeridos sistemas di-
namicos envolvendo uma relagéo entre variaveis em diferentes pontos
do tempo (por exemplo, derivadas de tempo, integrais ponderadas, va-
ridveis de intervalo, sistemas funcionais etc.) com o propésito de de-
terminar a evolugdo de um conjunto de varidveis econdmicas através
do tempo.3 Mais tarde tratarei desses problemas dinamicos.

O conceito de sistema de equilibrio esbocado acima é aplicavel
tanto ao caso de uma Unica variavel como ao chamado equilibrio
geral, que envolve milhares de variaveis. Do ponto de vista légico,
a determinacdo da producdo de uma dada firma em condi¢bes de
concorréncia perfeita é precisamente igual & determinagdo simulta-
nea de milhares de precos e quantidades. Sempre tém que ser to-
madas proposicdes coeteris paribus. A Unica diferenga esta no fato
de que, na andlise do equilibrio geral de, digamos, Walras, o contetudo
da disciplina histérica da Economia tedrica é praticamente esgotado.
Ocorre que as coisas que sdo tomadas como dados para aquele sis-
tema sdo assuntos que tradicionalmente os economistas tém prefe-
rido considerar como externos a sua area. Entre esses dados, podem
ser mencionados os gostos, a tecnologia, os arcabougos governamen-
tal e institucional e muitos outros.

Esta claro, contudo, que do ponto de vista ldgico ndo ha nada
de fundamental quanto as fronteiras tradicionais da ciéncia econdmica.
De fato, um sistema pode ser tdo amplo ou t&@o estreito quanto quei-
ramos, dependendo do propoésito considerado, e os dados de um sistema

3 FRISCH, R. “On the Notion of Equilibrium and Disequilibrium”. In: Review of Economic
Studies. 111, 1936. pp. 100-105. TINBERGEN, J. “Annual Survey: Suggestions on Quanti-
tative Business Cycle Theory”. In: Econometrica. 111, 1935, pp. 241-308.
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podem ser as variaveis de um sistema mais amplo, dependendo da
consciéncia. O proveito de qualquer teoria depende do grau em que
os fatores relevantes no caso particular da investiga¢do considerada
sdo mostrados com clareza. E se, para a compreensao do ciclo eco-
ndmico, for necessaria uma teoria da politica do Governo, o econo-
mista ndo pode deixar de atender essa necessidade sob a alegacéo
de que assuntos como esse estdo fora de sua area. Quanto aqueles
gue argumentam que graus especiais de certeza e de validade em-
pirica séo proprios das relagdes compreendidas dentro dos limites
tradicionais da teoria econémica, podemos deixar a eles a tarefa de
provar seu ponto de vista.

Nao se pense que o contetido dos sistemas que descrevemos acima
tenha que se restringir as variaveis geralmente consideradas na teoria
dos precos e do valor. Ao contrario, essas construcfes sdo empregadas
em todo o campo da Economia teérica, inclusive na teoria monetaria
e na dos ciclos econdmicos, no comércio internacional etc. N&o é preciso
dizer que a existéncia de tais sistemas de modo algum depende do
emprego de métodos simbdlicos ou matematicos. De fato, qualquer setor
da teoria econdmica que ndo se enquadra no molde desse sistema tem
que ser considerado suspeito de sofrer de impreciséo.

Dentro do arcabouco de qualquer sistema, as relagdes entre nossas
variaveis sdo estritamente de interdependéncia mutua. E estéril e en-
ganoso dizer que uma variavel causa ou determina outra. Tao logo
sejam impostas as condi¢des de equilibrio, todas as variaveis sédo si-
multaneamente determinadas. Na verdade, do ponto de vista da esta-
tica comparada, o equilibrio ndo é alguma coisa que seja conseguida;
é alguma coisa que, se conseguida, apresenta certas propriedades.

O Unico sentido no qual o uso do termo causacéo é admissivel é
com respeito a mudangas nos dados externos ou parametros. Como
figura de linguagem, pode-se dizer que essas modificacbes causam mo-
dificagdes nas variaveis do nosso sistema. Pode-se dizer que um au-
mento da demanda, isto é, um deslocamento na fung¢do da demanda
devido a uma variacdo dos dados representados pelos gastos, causa a
venda de uma producéo aumentada. Mesmo nesse caso, quando diversos
parametros se modificam simultaneamente, é impossivel falar de cau-
sacdo atribuivel a cada um deles, exceto com respeito as taxas-limite
de variagdo (derivadas parciais).

Formulacgéo simbélica

Tudo o que foi dito acima pode ser formulado de modo conciso
em termos matematicos. Dadas n variaveis ou incégnitas (Xq, ..., X;,) €
m parédmetros (0, ...,d,), (M <n), supomos n relagbes funcionais in-
dependentes e compativeis entre nossas variaveis e nossos parametros.
Isso pode ser escrito de modo mais geral em forma de fungdes implicitas,
com cada equacgdo contendo todas as variaveis e parametros.
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FH(X1, ooy Xy Olgy ooyO) = O,

fz(X]_, ey an all ""am) = 0’
0
O (1)
0

(X1, woor Xpy O, oenOy) = 0,

ou, de forma mais concisa,
fi(Xl, "'anl all "'lam) = 0. (I = 1!"'! n)

Nossas equagdes ndo podem ser em nUmero Ssuperior a n; se
fossem nao poderiam ser compativeis nem independentes; se forem em
ndmero menor, nosso sistema estara, em geral, indeterminado. Se nos-
sas equacg0Oes possuirem certas caracteristicas, que discutiremos depois,
poderdo ser consideradas como determinando um conjunto Unico de
valores de nossas incognitas (x,°, ..., X,9), correspondente a qualquer
conjunto pré-designado de parametros (a9, ..., 0,,9).

Essa relacéo funcional pode ser expressa matematicamente como
se segue:

Xi = gi(ay, ., O). (i = 1,.., 1) @

Deve-se compreender que isso ndo implica podermos exprimir
nossas variaveis incégnitas como funcoes elementares dos parametros
(como funcgodes polinomiais, trigonométricas ou logaritmicas). Ao con-
trario, nossas condigdes de equilibrio no conjunto (1) em geral nao
poderéo ser expressas em termos de um numero finito de fungdes ele-
mentares; e, mesmo que pudessem, ndo teriamos certeza de que po-
deriam ser resolvidas explicitamente em termos simples. Contudo, isso
nado é particularmente importante, ja que as fungdes elementares séo
apenas formas especiais que apresentaram interesse histérico no de-
senvolvimento do pensamento matematico e suas complicacbes na Fi-
sica. Se fossemos tracar a mao livre — aleatoriamente ou como resul-
tado de um conjunto completo de observagdes — uma curva de demanda
relacionando preco e quantidade, isso em geral ndo poderia ser repre-
sentado mais que de modo aproximado por combinagdes finitas de fun-
¢Bes elementares. Mesmo assim, trata-se de uma relac&o funcional per-
feitamente valida, indicando uma certa correspondéncia entre as va-
riaveis. Além disso, se houvesse alguma necessidade pratica de proceder
assim, ela poderia ser tabulada de uma vez por todas, ser batizada e
até ser aceita depois como membro da familia de funcdes respeitaveis.

E precisamente porque a Economia tedrica ndo se limita a tipos

36



SAMUELSON

especificos e estreitos de funcgbes que ela é capaz de atingir ampla
generalidade em sua formulagdo inicial. Ainda assim, ndo se deve es-
quecer que o objetivo da inferéncia frutuosa é a explicacdo de uma
ampla gama de fenémenos em termos de hipdteses simples e restritivas.
Contudo, esse tem que ser o resultado final de nossa pesquisa, e néo
ha sentido em nos mutilarmos ao iniciar a jornada.

Se fossemos oniscientes, isto é, se todas as implicacbes de quais-
quer proposicdes fossem intuitivamente 6bvias, as equagdes (2) seriam
instantaneamente conhecidas assim que o conjunto (1) fosse dado. Na
falta de tais poderes, s6 poderiamos chegar a uma solugdo com um
determinado grau de aproximacédo a custa de muito esforgo; isso, con-
tudo, certamente pode ser feito, dados o tempo e a paciéncia necessarios.

Considerando o trabalho exigido, sentimo-nos tentados a ques-
tionar a vantagem de partir de nossas equacdes de equilibrio (1). Por
gue ndo comecar diretamente das equagdes (2)? De fato, pode-se assi-
nalar que essas funcgdes explicitas entre incdgnitas e parametros po-
deriam ter surgido de uma infinidade de conjuntos possiveis e inter-
cambiaveis de equacdes originais. Em particular, consideremos o con-
junto de equagdes implicitas

g (@ . 0y) =X =0 (i =1,..,n) ®

Elas podem ser resolvidas, resultando nas equacoes (2), mas, é claro,
a solucdo é simples. E simples no sentido de que o resultado é
intuitivamente dbvio desde o comeco, e ndo pela razdo de que (2)
diz a mesma coisa que (3). E que, afinal, essa equivaléncia existe
também entre (1) e (2), mas sua identidade n&do é simples nesse
sentido psicologico.

E importante ndo se deixar confundir nesses assuntos, porque
eles se situam nos fundamentos da deducéo cientifica e tém sido mal
compreendidos, particularmente amiiude pelos economistas. Pelo racio-
cinio dedutivo somente nos vemos possibilitados a nos revelar impli-
cagdes ja incluidas em nossas proposi¢des. Podemos chamar explicita-
mente a atencdo para certas formulagdes de nossas proposi¢des originais
passiveis de refutagcdo (confirmagédo) mediante observagdo empirica.

Esse processo pode ser melhor considerado como a traducéo de
nossa hipoétese original para uma linguagem diferente; mas ao fazermos
essa tradugdo — desde que, naturalmente, nenhum erro de légica tenha
se infiltrado — n&o modificamos a natureza de nossa hipotese original,
ndo aumentando nem diminuindo sua validade e precisao.

A utilidade da formulagdo das condi¢des de equilibrio de onde
surge nossa solucdo estd no fato de que, ao proceder assim, muitas
vezes adquirimos conhecimento referente as respostas possiveis e ne-
cessarias de nossas variaveis a modifica¢gdes nos dados. Sem essas res-
trigdes, nossas teorias seriam desprovidas de sentido. Simplesmente
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afirmar, como foi sugerido anteriormente, que existe uma relagdo fun-
cional final entre todas as variaveis e os parametros (para uma infi-
nidade de circunstancias concomitantes) é inatil e formal, ndo contendo
hipdtese nenhuma sobre os dados empiricos.

E porque num grande niimero de casos nés podemos, de forma
mais ou menos plausivel, supor ou apresentar como hipétese certas
propriedades de nossas equagdes de equilibrio que podemos deduzir,
com igual grau de plausibilidade, certas propriedades das funcgbes
explicitas entre nossas incognitas e os parametros. E que as pro-
priedades das funcdes (2) sdo necessariamente relacionadas as ca-
racteristicas estruturais do conjunto de equilibrio (1). As proprie-
dades comumente debatidas a esse respeito ndo séo restri¢cdes quan-
titativas especificas as fungdes (que sejam, por exemplo, polinomiais
etc.); consistem apenas em proposi¢cdes com rela¢do a inclinacao,
curvatura, monotonicidade etc.; sédo as propriedades do tipo ditado
pela lei dos rendimentos decrescentes.

Deslocamento do equilibrio

E facil mostrar matematicamente como a taxa de variacdo de
nossas incognitas com relacdo a qualquer parametro, digamos (a,),

pode ser calculada a partir de nossas equacdes de equilibrio. Como
questéo de notacdo, consideremos que

X0 _ 0gi(a 0 _
aal - aal - g!l.(al 1oy am )

representa a taxa de variacdo da i-ésima variavel com relacdo ao pa-
rametro (a,), mantendo-se constantes todos os outros paradmetros. De-

vido a ambiguidade da notacdo convencional das derivadas parciais, é
necessario que tenhamos certeza de quais variaveis estdo se mantendo
constantes.

Essas derivadas parciais devem ser calculadas para um dado
valor do conjunto de parametros e conseqientemente para o conjunto
correspondente de valores de nossas variaveis dependentes. Conside-
remos a posicdo inicial

(@,°, ..., o),
e 0 correspondente conjunto de incognitas
(%19 ey Xp9),
onde, é claro,
FiXO e X0, @10, o 0y = 0, (i = L,y 1) “
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0 = gi(0,0,..,0,9, (i=1.,n) ()

uma vez que nossas incognitas devem satisfazer as condicdes de equi-
librio. Diferenciando cada equagéo de (1) com relacdo a (a,), e lem-

brando-nos de que todos os outros parametros tém que ser mantidos
constantes mas que todas as nossas incognitas sédo variaveis, temos#

L EBxlgo . o EBXZSO N . f 1EBX"SO N
%alm X, %D X, %alm a,
fzgfx1§+f2wx2§+ Y
X, alD X, %D X, alD a, s

(6)

EBX1 o N +ananS_ fon
< Bag T ?D T g T e
onde

_ afl (Xlol T Xnol alol T amO)

f' = 0X; :

com todas as variaveis fora x; e os pardmetros sdo mantidos constantes.
De modo semelhante,

O

i = afl (Xlol o Xp% alol T amO)
f(]1 - aal

Note-se que os valores numeéricos dessas derivadas parciais sdo com-
pletamente determinados no ponto de equilibrio em questdo. Assim,
temos n equagcdes lineares com coeficientes constantes, com n incdgnitas
[(0x4/001)9,..., 0%,/004) °]. Os valores das solugdes depender&o dos valores
dos coeficientes; assim, as derivadas parciais relacionando nossas va-
ridveis dependentes e parametros sdo determinadas pelas propriedades
estruturais de nosso sistema de equilibrio.

Uma vez que (6) representa equagdes lineares, sua solucdo
para casos ndo singulares pode ser representada na forma habitual
de determinante:

4 Em termos matriciais, isto é, [f/][0x /0a,] = [~ f,,'].
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n
2, A
ka[(l) - ﬂ k=1 n) )
%S = A =1, ..,
onde
%‘xll fxt oo O
5&5 fx2 - fxnzz
= J,0=f s
0
oJ 0
%Xln szn anni

e (&) indica o cofator do elemento da i-ésima fileira e da k-ésima
coluna. Ou em termos matriciais,

0
ox, O
K0 = = [, ®
%15

Um problema de impostos ilustrativo

Para termos uma idéia mais concreta, vamos aplicar nossa analise
a dois casos simples. Consideremos uma firma com uma dada curva
de demanda relacionando preco e producéo e, de outro lado, uma dada
série de custos de producdo relacionando o custo total e a produgao
total. Suponhamos, além disso, que a producéo da firma seja sujeita
a um imposto de t doélares por unidade. O lucro da firma pode ser
escrito como

1 = renda total — custo total de produgdo — pagamento total do
imposto

= xp(x) — C(x) — tx,
onde

Xp(x) = renda total em func¢do da producéo,

C(x) = o custo de producéo total mais baixo ao qual cada valor
da produc¢do pode ser produzido,

tx = pagamento total do imposto.

E claro que para cada valor dado do imposto, digamos t9, a firma
decidirad produzir e vender alguma producdo dada, isto é,

X0 = g(t0), 9

onde a relagdo funcional g corresponde as funges em (2). Contudo,
ndo podemos deixar o0 assunto num estado tdo indefinido. Queremos
saber mais além de que existe uma produc¢do de equilibrio para cada
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valor do imposto. Qual a natureza da dependéncia de nossa variavel
com relagdo ao valor do imposto considerado parametro? Uma elevacéo
do imposto por unidade resultarda numa produgdo maior ou menor?
Uma teoria que ndo responder uma pergunta tao simples seré de fato
bem pobre. Vejamos se conseguimos chegar a uma resposta a pergunta
através da formulagdo das condicbes de equilibrio.

Em geral supde-se que uma firma iré selecionar a producéo que
maximize sua renda liquida. Isso quer dizer que nosso valor de equi-
librio para a produgéo surgira como solugdo de um simples problema
de méximo. Especificamente, para um méximo regular de lucro com
relagdo a x, considerada uma taxa de imposto dada, € necessério® que

o, t) _
x 0,
(10)
o2m(x, t
o <o

A primeira condicdo estabelece simplesmente que no maximo a tan-
gente a curva da funcéo do lucro em relagéo a produgédo tem que ser
horizontal ou, algebricamente, de inclinag¢do igual a zero. A segunda
condic¢do assegura que nao temos um minimo.

Para o problema em foco, nossa condicdo de equilibrio pode ser
obtida por simples diferenciagdo, tornando-se

0 -
ax XPX) = Cx)]-t =0, (11)

onde se postula, para fins de simplificacdo, que a desigualdade (10) é
verificada para todos os valores da variavel considerada. A equagao
(11) corresponde agora a nosso conjunto de equilibrio (1), que neste
caso contém apenas uma equacdo, devido ao fato de que temos a de-
terminar somente o valor de uma incognita.

A cada valor de t corresponderd uma raiz da equagao resultante
em X, e essa sera o nosso valor de equilibrio. Assim, a funcéo (9) pode
ser considerada a solucdo explicita dessa equacdo implicita.

Agora, o que ganhamos introduzindo o problema do maximo para
a firma? Isso nos capacita a responder a nossa pergunta original quanto
a natureza da dependéncia da producéo com relagdo a taxa de imposto?
Vamos aplicar o método geral delineando acima para calcular a taxa
de variacdo da producdo de equilibrio com relacdo ao parametro t.
Diferenciando (11) com relacé@o a t, obtemos

5  Ver Apéndice Matematico A, segéo |I.
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[dx

2 [xop(x0) — C()] " (12)

[:H:H:’o

0x2

onde

o

gm = g'(19).
Neste caso simples ndo é necessario recorrermos a determinantes
para conseguirmos uma solugao:

El

DBXEO _ 1
tg 02
d o DOPE) = COO)]

(13)

Mas isso nos fornece a resposta que estivemos procurando. Como
condicdo suficiente para um maximo relativo sabemos que

axz X°p(x%) — C(x9)] < 0. (14)

Portanto,
%% 0, ou g(t°)<0, (15)
0

que é o que a intuicdo nos diz que aconteceria como resultado desse
imposto. Assinalemos de passagem que se supfe que a firma esteja
sempre em equilibrio, antes e depois do imposto ser aplicado, e que o
imposto afeta o equilibrio somente conforme indicado na equagéo (11).
Em qualquer caso real é preciso dedicar bastante aten¢do ao problema
de verificar se essas suposi¢des estao corretas antes de se fazer qualquer
aplicacd@o pratica das conclusdes alcangadas.

Caso de mercado ilustrativo®

Consideremos outro exemplo um mercado de um bem ou servigo
onde o preco e a quantidade sejam determinados pela interseccédo de
curvas de oferta e de demanda hipotéticas. Além disso, introduzamos
um parametro de deslocamento, (a), em nossa curva de demanda (por
exemplo, gastos, imposto, deslocamento, preco da concorréncia etc.).
Temos aqui duas variaveis, um paradmetro e duas equacdes para definir
os valores de equilibrio de nossas variaveis em fungdo do parametro.
Matematicamente,

6  Isto é tratado com mais detalhe no cap. IX.
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Dk, a) —p =0,

(16)
Sx) — p = 0.
Como solugdo, temos
X0 = gl(ao),
17
po = gX(ao).

Como entdo nossas variaveis mudardo com as variagdes de a, supon-
do-se que um aumento em a desloque a curva da demanda para cima
e para a direita? Como antes, diferenciamos nossas rela¢des de equi-
librio com relagédo ao parametro, obtendo duas equagdes lineares:

o0 Bxd  @pd _ D
ox %ﬁ% %ﬂ% da’

(18)
0
S EBXE _ Eﬂpg -0
ang ag
Por simples substitui¢do, obtemos:
oD
ox O da
0= - (19)
a0 @ o
0x S
, D
Eﬂxgz _ S da 0
Pap D S
0x

Agora sabemos que 0D/0da > 0 por definicdo de nosso parametro de des-
locamento. Portanto, (9x/da) © > 0 dependendo de que S’ > 0D/ dx. A pri-
meira vista isso parece apenas adiar o dilema, substituir uma equacéo
por outra. Mas se examinarmos o tipo de mercado em questdo, veremos
que o simples fato de estar o mercado em equilibrio estavel na situacio
inicial elimina toda ambiglidade. Se o mercado for o conhecido mercado
de bem de consumo de Marshall, a estabilidade do equilibrio, por definigo,
exige que a curva da oferta corte a curva da demanda por baixo (mesmo
em caso de custo decrescente, devido a economias externas).”

7 MARSHALL, A. Principles of Economics. 82 edicdo, p. 346, nota 1, p. 806, nota 1.
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Assim,
., 9D
s> o (20)
Portanto,
ox (]
gfm > 0. (21)
ag

Contudo, o sinal algébrico de variagéo do prego ird depender de que
a curva de oferta se incline para o positivo ou para o negativo, ja que

0 0
opd Cox O

g=-¢s 0 (22)
P = > Bad

Assim, uma vez que (0%9a)° é positivo conforme (21), (Op/a)° e S' tém
que ter o mesmo sinal, ou seja,

gg S > 0. (23)

No caso do preco, é impossivel nos livrarmos da ambigtidade final.

Suponhamos, contudo, que se tratasse do mercado de um fator de
producdo. Ai as condigdes de equilibrio estavel séio comumente definidas como
uma curva de oferta inclinada positivamente com uma curva de demanda
inclinada negativamente ou, se a curva de oferta for inclinada negativamente,
tera que se elevar, aproximando-se do eixo dos pregos, e apresentar inclinagao
mais forte do que a da curva da demanda.8 Matematicamente, nossas con-
di¢bes de estabilidade podem ser expressas como

s
oD ,
xS

< 0. (24)

Para este caso, o sinal da variacéo do preco é conhecido, enquanto
a variagdo da quantidade é ambigua, dependendo do sinal algébrico
da inclinagdo da curva de oferta. Em resumo,

Df)pDo

dag "

EBX[(IJ

%ES’ > 0.

(25)

8 HICKS, J. R. Value and Capital, Oxford, 1939. Cap. V.
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InGmeros outros exemplos podem ser citados. Em geral, ndo de-
vemos crer que sejamos capazes de descobrir os sinais das taxas de
mudancas de nossas variaveis a partir de simples restri¢oes qualitativas
estabelecidas a priori sobre nossas equacdes de equilibrio. Isso nédo é
devido a dificuldade e a complexidade de se resolver um grande nimero
de equacles; elas poderiam ser resolvidas se se soubesse o suficiente
a respeito dos valores empiricos particulares de nossas condicdes de
equilibrio. E antes porque as restrigdes impostas por nossas hipoteses
sobre nossas equagdes de equilibrio (estabilidade, condi¢des de maximo
etc.) ndo sdo sempre suficientes para indicar restri¢des definidas quanto
ao sinal algébrico das taxas de mudanca de nossas variaveis com relagéo
a qualquer parametro.

Imaginemos simplesmente uma mudan¢a num parédmetro que
intervém na totalidade de um grande ndimero de equagdes de equilibrio,
provocando seu deslocamento simultaneo. O efeito liquido resultante
sobre as nossas variaveis s6 poderia ser calculado como resultado do
equilibrio dos efeitos tomados separadamente (considerados taxas-li-
mite de variacgdo), e, para esse propésito, teriam que ser conhecidos
os valores quantitativos detalhados de todos os coeficientes envolvidos.

Sumario

Antes de passarmos a proxima se¢do de nosso trabalho para in-
dicar como os economistas se capacitam a deduzir resultados signifi-
cativos em uma ampla gama de casos, sera conveniente fazer um su-
mario do fio condutor da argumentacdo apresentada até aqui.

a) Para propositos tedricos, um sistema econdémico consiste de um
conjunto definido de incégnitas que, como condi¢do de equilibrio, séo for-
cadas a satisfazer um namero igual de equagdes compativeis e indepen-
dentes (ver equacdo 1). Supde-se implicitamente que essas equagdes sao
validas dentro de um certo ambiente e a partir de certos dados. Algumas
partes desses dados sdo introduzidas como parametros explicitos; e, como
resultado de nossas condi¢bes de equilibrio, nossas variaveis incognitas
podem ser expressas em fungdo desses parametros (ver equacgao 2).

b) O método da estatica comparada consiste no estudo das res-
postas de nossas incognitas de equilibrio a variagdes dadas dos para-
metros, isto é, queremos conhecer as propriedades das fungdes (2). Na
auséncia de informacfes quantitativas completas sobre nossas equagdes
de equilibrio, esperamos poder formular restri¢gdes qualitativas sobre
a inclinagdo, curvatura etc. de nossas equagdes de equilibrio, de modo
a podermos deduzir restri¢gdes qualitativas precisas sobre as respostas
de nosso sistema a variagdes de certos parametros. O propésito precipuo
deste trabalho é indicar como isso é possivel numa ampla gama de
problemas econémicos.
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CapPiTtuLO 111

A Teoria do Comportamento Maximizante

Trés fontes de teoremas significativos

Lembremos que no caso de um imposto unitario sobre a produgéo
de uma firma era possivel declarar sem ambiglidade o sentido da
variagdo na produg¢do com respeito a uma mudanca na taxa de imposto.
Isso se devia ao fato de que a producgdo de equilibrio para cada taxa
de producéo resultava da condi¢do de que o lucro tinha que estar no
maximo.

Como se tornara evidente no decurso de nossa exposi¢édo, ndo se
trata, de forma alguma, de um caso isolado e acidental; € meramente
uma aplicacdo de um principio muito geral do método da Economia,
que jaz no fundo de boa parte da teoria econdmica. De fato, afora as
partes da doutrina econémica cujos resultados sdo inconclusivos — e
os partidarios mais ardentes da teoria econdmica admitirdo que isso
inclui uma grande parte das analises aceitas — néo existe muito que
ndo possa se enquadrar nesse caso.?

O método geral em questédo pode ser enunciado de modo bem
simples. Nos casos em que os valores de equilibrio de nossas variaveis
podem ser considerados solugdes de um problema de extremo (maximo
ou minimo), muitas vezes é possivel - a despeito do numero de
variaveis envolvidas - determinar sem ambiglidade o comporta-
mento qualitativo de nossos valores de solucdo com relagdo a varia-
cdes dos parémetros.10

9 O leitor pode verificar esse resultado folheando qualquer bom manual de Economia, como
os Principios de Marshall, e analisando a dedugéo dos varios teoremas enunciados.

10 Pode-se apontar que esse é essencialmente o método da termodinamica, que pode ser con-
siderada uma ciéncia puramente dedutiva, baseada em certos postulados (especialmente
no caso da primeira e da segunda lei da termodinamica). A validade da hipdtese original
é confirmada pelo fato de que um raciocinio téo abstrato possa levar a teoremas frutuosos
nas maos de Gibbs e outros.
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Sucede que num grande namero de problemas econémicos é ad-
missivel e mesmo obrigatério considerar nossas equacgdes de equilibrio
como condi¢des de maximizacgdo (ou de minimizagdo). Grande parte do
comportamento empresarial é voltado para a maximizagao dos lucros,
com certas implica¢des no sentido da minimizacdo dos gastos etc.

Ademais, é possivel deduzir hipdteses restritivas operacionalmen-
te significativas sobre as funcdes de demanda dos consumidores, a
partir da proposicdo de que os consumidores se comportam de forma
a maximizar uma escala de preferéncia ordinal de quantidades de bens
de consumo e de servigos. (Por certo isto ndo implica que eles se com-
portem racionalmente em qualquer sentido normativo.)

Nao se deve pensar que em principio todos os resultados econémicos
surjam desses pressupostos de maximizagédo.!! Como ja vimos, também
é possivel deduzir resultados qualitativos conclusivos a partir de certos
pressupostos de estabilidade. No entanto, muitas dessas condicdes de es-
tabilidade repousam implicitamente sobre o comportamento maximizante.

Ademais, aqui surgem certas dificuldades. Conquanto, é claro, seja
sempre possivel formular definicdes arbitrarias de estabilidade, € impos-
sivel deduzi-las sem introduzirmos implicitamente consideracfes dinami-
cas a respeito do comportamento de um sistema fora de equilibrio esta-
cionario. Dependendo do arranjo dinamico visualizado, estdo implicitas
condi¢des de estabilidade diferentes. Assim, uma vez dados ajustes de
oferta do tipo pressuposto no fendmeno do ciclo “de teia de aranha”, sabe-se
bem que a condicdo comum de Marshall, de uma curva de demanda
positiva e ascendente, pode ndo resultar em equilibrio “estavel” .12

E verdade que a identificac&o do equilibrio com uma posi¢do ma-
xima estavel num certo sentido incorre em peticdo de principio com
relagdo a estabilidade. Contudo, onde essas condicdes extremas se con-
cretizam, pode-se demonstrar que muitos arranjos dindmicos daréo
margem a oscila¢cbes amortecidas como resultado de pequenos deslo-
camentos. As relacgbes entre a teoria dindmica e a estabilidade do equi-
librio serdo discutidas nos ultimos capitulos.

Permanece ainda outra possibilidade de onde os teoremas signi-
ficativos podem ser deduzidos. Podemos conhecer de antemd&o certas
propriedades qualitativas de nossas equacdes de equilibrio. Assim,
pode-se fazer referéncia a supostas leis tecnolégicas e psicoldgicas, tidas
como plausiveis com base em fundamentos admitidos a priori.t3 Mesmo

11 Assim, a definicdo de teoria econdmica como o estudo dos meios escassos com diversas alternativas
de utilizagdo parece-me ampla demais de um ponto de vista, e estreita demais de outro.

12 O equilibrio estacionario é estavel desde que a especificacéo de condigdes iniciais que diferem
s6 ligeiramente dos valores de equilibrio estacionario resulte numa evolucédo que tenda
(pelo menos no limite) a se aproximar dos valores de equilibrio. Ver Parte Segunda.

13 Num problema de qualquer grau de complexidade que envolve uma quantidade de variaveis,
a intuicdo é um guia fraco para as razdes debatidas na proxima segdo. Todas as suposi¢des
se tornam dubias. Em tais casos o economista muitas vezes é vitima dos riscos préprios de
se supor a equiprobabilidade das incégnitas. Como resultado, toda reformulacéo do problema
resulta em hipéteses modificadas. Essa é sem divida uma das razdes pelas quais toda revolugéo
terminoldgica no pensamento econémico traz consigo uma reformulacéo de convicgoes.
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nesse caso, como muitos economistas salientaram, o raciocinio pode
apoiar-se, em ultima analise, em certas consideraces de maximo. As-
sim, ao demonstrar a validade da lei da produtividade fisica marginal
decrescente, normalmente assinalamos que as firmas em concorréncia
pura estdo em equilibrio para um dado conjunto de precos de fatores.
Isso néo seria possivel se a lei da produtividade marginal decrescente
ndo tivesse validade. Igualmente assinalamos que os agricultores nao
dedicam toda sua atengdo ao cultivo de cereais em um centimetro
quadrado de terra; eles usam muitas terras do mesmo tipo e até terras
de qualidade inferior. Assim, na verdade argumentamos de tras para
frente, a partir do comportamento econdmico maximizante e até chegar
aos dados fisicos subjacentes coerentes com ele.

Ha ainda um outro tipo de problema para o qual o estudo do
comportamento maximizante é esclarecedor. Em alguns casos, como
veremos mais tarde, é possivel formular nossas condicoes de equilibrio
como as de um problema de extremo, apesar de reconhecidamente néo
se tratar do caso de qualquer individuo comportar-se de forma maxi-
mizante, do mesmo modo como muitas vezes é possivel na dinamica
classica exprimir a trajetéria de uma particula como aquela que ma-
ximiza (ou minimiza) alguma quantidade, apesar do fato de que a
particula obviamente ndo esté agindo consciente ou propositadamente.

Por todas essas razfes, o estudo do comportamento maximizante
propicia uma abordagem unificada de amplas areas do pensamento
econdmico histoérico e atual. H4, ademais, muitas vantagens em se
discutir o problema primeiro em sua total generalidade. O alto grau
de abstragéo sera mais do que compensado pela facilidade com que
poderemos deduzir numerosas aplicagfes a titulo de casos especiais.

Um calculo de relagdes qualitativas

Antes de entrarmos na teoria do comportamento maximizante,
pode ser esclarecedor mostrar por que a intuicdo e um sentido geral
do sentimento das coisas ndo nos leva muito longe na andlise de um
sistema complexo com muitas variaveis, tal como o que é caracterizado
pela equagdo (1) do capitulo anterior. Para tornar as coisas ainda mais
simples do que geralmente s&o na realidade, vamos supor que sabemos
a direcdo qualitativa do movimento de cada uma de nossas equacgoes
de equilibrio com relagdo a uma variagdo de todas as variaveis e de
todos os parametros. Assim, sabemos pelo menos o sinal algébrico de
cada uma das derivadas parciais primeiras de forma f,i ou f,i. Né&o
importa como chegamos a esse conhecimento; por exemplo, podemos
acreditar piamente que os individuos irdo dividir um délar adicional
de sua renda fracionando-o entre consumo e poupanca, ndo em conse-
guéncia de alguma teoria econdmica da maximizacdo, mas simples-
mente como resultado de observagao diaria.

O que podemos dizer com respeito ao sentido da mudanga de
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qualquer variavel dada, em resposta a variacdo de algum parametro?
De acordo com a equacéo (7) do capitulo I, esse resultado é dado por
uma expressdo complicada que pode ser escrita como o quociente de
dois determinantes de ordem n, cujos elementos sédo constituidos por
essas derivadas parciais primeiras. Ora, para que nossa questdo tenha
uma resposta imediata e clara, temos que poder determinar sem am-
biglidade o sinal de cada um desses determinantes. Segundo a defini¢gao
fundamental original de determinante, cada um deles contém n! termos,
abrangendo cada termo o produto de n elementos. De acordo com nosso
conhecimento hipotético, podemos ter certeza do sinal mas nédo da gran-
deza de cada termo. S6 se acontecer que todos os n! termos sejam do
mesmo sinal é que o sinal do determinante serd conhecido sem ambi-
gliidade. Se nosso sistema abranger dez variaveis, os determinantes
terdo mais de trés milhdes de termos. Tida apenas como um problema
de probabilidade, a ocorréncia de uma série desse comprimento sempre
com o mesmo sinal é coisa de um sobre um seguido de um milh&o de
zeros. Portanto, a menos que esteja presente alguma caracteristica
especial, podemos ter quase certeza de nos defrontarmos com a neces-
sidade de comparar a grandeza de certos termos a de outros, o que
significa entrar em problemas quantitativos que ndo admitem solugdo
por métodos qualitativos.

No entanto, vamos ver até onde os métodos qualitativos nos le-
vardo no caso ligeiramente mais simples onde s6 um parametro varia
de maneira tal que altera somente uma das relagdes de equilibrio.
Como antes, os sinais de todas as derivadas parciais primeiras séo
conhecidos. A consideracdo de todos os casos possiveis de surgir ira
demonstrar que ndo ha perda de generalidade ao supormos que é a
primeira equacao que é deslocada, que a derivada parcial de cada equa-
¢ao implicita com relacdo a sua propria variavel f,i é sempre positiva,
e que a variagdo na primeira equacao, com relacdo ao parametro dado,
é positiva. Se essas condi¢des ndo se concretizarem, elas podem ser
produzidas por modificacdo do sinal de uma ou mais das equagdes ou
variaveis e do parametro.

Gragcas a hosso conhecimento qualitativo podemos especificar uma
matriz com a forma

T
+
H

I

sinal fji =

@

+ 000 + +

1+

I
I+
+

onde as n colunas representam (x,, ..., X,), € as n linhas representam
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(f%, ...,fm. O sinal de cada elemento representara o sinal supostamente
conhecido da derivada parcial da variavel correspondente aquela linha
tomada com relagéo a variagBes da variavel correspondente aquela
coluna. Segundo nossa convengdo prévia, fizemos positivos todos os
elementos da diagonal principal. Todos os elementos restantes podem
ser de qualquer sinal, mas qualquer forma supde-se que eles sejam de
sinal claramente conhecido. No todo, hd um vasto nimero de matrizes
possiveis desse tipo que poderia surgir em qualquer problema, de fato
um total de 2 elevado a poténcia n (n — 1).

Estamos interessados no sentido da variacdo de nossas incognitas,
ou nos sinais de (dx,/da, ..., dx,/da). Se nada se sabe a priori, elas
podem assumir qualquer um dos 2n arranjos possiveis de sinais.

n
+++
—++ ...
+—+ ...
——+ ...

+ + + +

2n )

N
O
N

Quantos desses arranjos podem ser eliminados agora como inadmissiveis
com base em nosso conhecimento qualitativo corporificado na especificada
matriz (1)? ldealmente esperariamos poder descartar todas menos uma
das combinac@es possiveis, de modo a obter uma resposta Unica. Contudo,
seria pelo menos desejavel podermos descobrir o sinal de pelo menos uma
de nossas incégnitas, ou, 0 que da no mesmo, podermos eliminar uma
exata metade de todas as combinacfes possiveis.

Ja falamos bastante de nossas aspiragdes; voltando-nos para o
procedimento exato pelo qual eliminamos uma combinacéo, defronta-
mo-nos com uma desilusdo. Se substituirmos na equagao (6) do capitulo
Il os sinais dos elementos indicados, poderemos eliminar uma combi-
nacdo se — e somente se — ela levar a uma contradicéo, isto é, se
ela ndo somar zero ou um ndmero negativo como deveria.

Concretamente, isso pode significar que podemos eliminar qual-
guer uma das combinag¢des de sinais em (2) que reproduza exatamente
qualquer das (n — 1) Gltimas linhas de (1), ou que seja a exata antitese
de qualquer dessas mesmas linhas. De outra forma, uma das (n — 1)
ultimas equacées de (6), capitulo 11, ndo poderia dar em zero conforme
exige a presente hipdtese. Além disso, podemos eliminar qualquer com-
binacdo de (2) que reproduza exatamente a primeira linha; mas nao
podemos eliminar sua antitese.

51



OS ECONOMISTAS

Afinal de contas, podemos quando muito eliminar, com base em
consideracgdes qualitativas, somente (2, — 1) combinag¢des dentro do
total de 2n combinagdes possiveis. Mesmo para valores modestos de
n, isso diminui de forma bem reduzida o nimero de possibilidades.
E esse € o maior nimero de combinagdes que podemos eliminar
mediante essa hipotese. Em muitos casos ndo podemos eliminar nem
mesmo tanto. Assim, se duas linhas quaisquer de nossa matriz ori-
ginal tém exatamente os mesmos sinais, ambas irdo eliminar as
mesmas combinacdes, que ndo poderdo portanto ser somadas, por
temor de dupla contagem.

Pode-se ver que essas consideracfes puramente qualitativas nao
nos levam muito longe assim que os casos simples forem abandonados.
E claro que se estamos dispostos a adotar pressupostos mais rigidos,
sejam eles qualitativos ou quantitativos, pode ser que consigamos me-
lhorar um pouco as coisas. Comumente o economista ndo possui o
conhecimento quantitativo exato das derivadas parciais de suas con-
dicbes de equilibrio. Mesmo assim, se ele for bom em economia aplicada,
ele pode ter nogdes claras a respeito da importancia relativa dos dife-
rentes efeitos; quanto melhor seu tirocinio nesses assuntos, tanto me-
lhor economista ele serd. Essas nogfes, que sdo tudo menos a priori
em sua deducéo original, podem sugerir a ele a conveniéncia de deixar
completamente de lado certos efeitos, por serem de segunda ordem de
magnitude. Em outras palavras, inserem-se zeros na matriz de (1). De
fato, o chamado método de equilibrio parcial de nada mais consiste
do que de uma boa dose de zeros nas equacfes de equilibrio geral.
Nas maos de um bom profissional, 0 método dara resultados Uteis; se
ndo for manipulado com cuidado e delicadeza, podera facilmente re-
sultar em conclusfes disparatadas.

Mediante simples extens@o da argumentacdo acima podemos de-
monstrar como a presenca de um zero em qualquer linha permite aquela
linha eliminar quatro em vez de somente duas combinacbes. De modo
semelhante, r zeros numa linha permitem aquela linha eliminar
2r+1 combinagBes. Como antes, pode haver duplicidade na influéncia
eliminadora de linhas diferentes. E evidente também que o conheci-
mento preciso a respeito do sinal de qualquer uma das variaveis nos
permitird eliminar metade do nUmero original de combinacgdes, ou
2n -1 combinagbes. Por causa dos efeitos duplicadores, o conhecimento
preciso dos sinais das variagdes em duas das incognitas nos permitira
eliminar menos que o dobro do que permite o conhecimento do sinal
de uma incégnita; de fato, para cada dois sinais conhecidos podemos
eliminar ao todo 3(2" - 2) combinagdes. O conhecimento preciso dos
sinais de k incognitas permitird a eliminacdo de todas menos 2n-k
combinagdes.
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Seria possivel ilustrar o calculo de relagdes qualitativas acima
mediante a referéncia a uma série de problemas econdémicos conhecidos.
O espaco permite a breve menc¢do de alguns apenas. No exemplo do
mercado do capitulo anterior'4 foi mencionado o caso do mercado de
equilibrio parcial simples de Marshall, abrangendo duas incégnitas —
preco e quantidade —, cujos valores de equilibrio sdo determinados
pela intersec¢do das curvas de oferta e de demanda. Podemos aplicar
nossa andlise a determinacdo das mudangas em nossas variaveis re-
sultantes em um deslocamento suposto de uma curva de demanda com
inclinacéo negativa. Se sabemos que a curva de oferta tem inclinacao
positiva, a matriz de sinais pode ser escrita da seguinte forma:

++0

O .0

"o
Neste caso, podemos eliminar o nimero méaximo de combinacées,
(2n — 1), ou seja, trés no total. Uma vez que ha apenas quatro com-
binagdes, ficamos com uma resposta Unica, como se vé pela andlise
algébrica do capitulo anterior. Se supusermos que a curva de oferta
tem inclinac&o negativa, os sinais da segunda linha tornar-se-4o ambos
positivos, e poderemos eliminar apenas o0 minimo nimero possivel de
combinagdes, ou seja, duas. Ficamos entdo com uma ambigtidade final
que s6 pode ser resolvida pelo conhecimento quantitativo ou por meio
de diversas hipéteses de estabilidade.

Um exemplo mais esclarecedor e mais dificil é o do sistema key-
nesiano simplificado descrito com maior detalhe no capitulo IX. Sem
entrarmos em detalhes aqui, podemos afirmar que isso permite um
sistema de trés variaveis — taxa de juros, X,, renda, x,, € investimentos,
X3 —, cujos valores de equilibrio sdo determinados por trés equacdes
— preferéncia pela liquidez, f, funcéo da eficiéncia marginal do capital,
2, e propensao a consumir, 3. Mantendo nossas proposic¢oes rotineiras
quanto aos sinais dos varios efeitos de primeira ordem, por exemplo,
que o investimento varia inversamente a taxa de juros e que o efeito
dos juros sobre o consumo é de uma ordem de grandeza que pode ser
desprezada, terminamos com uma matriz de sinais assim:

+-0

(sinal fyi) = o—+- 4)
0—+

®

Podemos agora pensar em um deslocamento em qualquer uma
das curvas que representam as fungdes f, por exemplo, uma modifi-
cacdo na preferéncia pela liquidez produzida por alguma medida de
ordem politica. Se aplicarmos o calculo acima, ainda ficamos com trés

14 Pégina 24.)
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combinacdes possiveis para (modificacdo de sinal em x;), a saber, (+ +
+), (- + +) ou (——-). No caso de um deslocamento da eficiéncia marginal,

restringimos a escolha a duas, (+ + +) ou (- — —). Para uma mudanca
na propensdo a consumir, ficamos com trés escolhas, (+ + +), (+ + -),
ou (——--).

E de se notar que em nenhum dos casos podemos fazer uma
afirmacao categdrica sobre uma sequer das variaveis. No segundo caso,
que é o mais favoravel, s6 podemos dizer que um aumento na funcéo
da eficiéncia marginal ou elevaréa os juros, a renda e o investimento,
ou entdo diminuira todos os trés. Essa é uma situagdo muito insatis-
fatéria, particularmente uma vez que, diante dela, parece duvidoso
gue uma elevacéao de eficiéncia marginal do capital faga baixar os juros,
a renda e o investimento. Mas é s6 com a adicdo das consideracoes
sobre estabilidade que estdo em capitulos posteriores que se pode fazer
uma deducdo mais precisa e mais razoavel. No debate do capitulo IX
demonstramos que as hipéteses de estabilidade nos deixam com apenas
uma combinag¢do para o primeiro caso, (— + +); uma para o segundo
caso, (+ + +); e para o terceiro caso as duas possibilidades (+ + +) ou
(+ + -). Esta dltima ambiguidade é irremovivel, a menos que se for-
mulem hipdteses quantitativas ainda mais fortes.

Poderiamos mencionar numerosos outros exemplos econémicos,
mas o0s deixamos a cargo do leitor.15> Antes de retornarmos ao problema
do comportamento maximizante, eu gostaria de chamar a aten¢do para
o fato de que o calculo qualitativo ndo é invariante com relagdo a
transformagéo das variaveis.

Condicgdes de equilibrio para um maximo

Tomemos uma nova variavel, z, definida por uma fun¢do univoca
de nossas variaveis anteriores,

zZ= f (Xll RS an all ey am)l (5)

onde f e suas derivadas parciais de pelo menos segunda ordem existem
e sdo continuas num amplo dominio. Se para qualquer valor pré-atri-

15 Uma ultima ilustracéo retirada do campo do comércio internacional pode ser brevemente
tratada aqui. O Prof. Leontief apresentou um exemplo numérico ilustrando a possibilidade
de que um pagamento unilateral de um pais a outro altere tanto as condi¢cdes de comércio
em favor do pais que paga a ponto de fazer com que ele fique mais rico em vez de mais
pobre, como resultado da transferéncia. “Note on the Pure Theory of Transfer”. In: Explo-
rations in Economics. Nova York, 1936, pp. 84-92. O exemplo é cuidadosamente elaborado
de modo a garantir curvas de indiferenca da curvatura adequada para ambos os paises.
Contudo, se se estabelecer um sistema analitico, em conformidade com o exemplo numérico,
descobre-se que o Efeito Leontief s pode acontecer num sistema em que uma elevagéo da
demanda de uma mercadoria reduz em vez de aumentar o prego dela. Se esse fendmeno
for descartado como andémalo ou incompativel com a estabilidade (definida arbitrariamente
ou em termos de um arranjo dinamico), entdo podemos no mesmo folego eliminar a pos-
sibilidade do Efeito Leontief.
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buido dos a existe um conjunto de valores para os x, (X{% ..., X;,%), em
correspondéncia com o qual z esteja no maximo, entéo teremos ne-
cessariamente

f(Xll Ty an alol RS amO ) < f (Xlol ] Xnol alol ] amO ) (6)

Para maior conveniéncia em termos de notacdo, essa expressao
pode ser escrita

f(X, a0 < f (X0, ao), ()

onde X representa os argumentos (X, ..., X,) e a representa os argu-
mentos (dy, ..., Op)-

Se z0 representa um maximo absoluto com relagdo a todos os
valores admissiveis de nossas variaveis independentes, entdo

f (X, a%) < f (X0, a®). ®

Por outro lado, z° pode simplesmente representar um maximo
relativo para todos os valores de x localizados em alguma vizinhanca
restrita do ponto (X9, a0).

Sabemos, gracas ao Apéndice Matematico A, se¢do Il, que para
que z° goze de um maximo relativo é necessario que

0z

ox, 0 = fy (%% ooy Xp® 0% oy 00), (i = 1,..., 1) ©

z z fxig®hihy < 0. (10)
T 1

onde os h sdo nimeros arbitrarios. Para um maximo relativo regular
a ultima condigdo pode ser escrita

n n
z z fxixjohihj < 01 (11)
1 1

nem todos os h sendo iguais a zero. Em outras palavras, essa forma
quadratica homogénea e simétrica tem que ser definida e negativa.
(Ver Apéndice Matematico A, secédo I1.)

Deslocamento do equilibrio

O conjunto de equacdes (9) pode ser considerado nossas condigdes
de equilibrio correspondentes ao conjunto (1) do capitulo 11, e podemos
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supor que ele forneca uma solugdo explicita para nossos valores de
equilibrio incognitos em func¢édo dos parametros pré-atribuidos.16

X0 =gi (0,0, ..., 0,.0). (i=1,...,n) (12)

Usando o método do capitulo anterior podemos facilmente resolver
as taxas de variacbes de nossos valores de solugcdo com relacdo ao
k-ésimo parametro por meio do seguinte:

ifo__%=_f.o. (i=1..,n) (13)
4 Xixj dak xiak v
onde, é claro,

o G=1,.m)

aak - quj (@;0, ..., o) (k=1,..,m) (14)

Como na equacao (8) do capitulo 11, nossa solugdo pode ser escrita
em forma de determinante

o 2P (15)
do, H
onde
Hxlx1 0 fxl n OE
o |
H=HO H= 0., 9%, (16)
0o O !
%XHX1 0 anXn 0 ﬁ

e Hj € o cofator correspondente ao elemento da i-ésima linha e da
j-ésima coluna do H hessiano. Como aparecera depois, podemos em
um grande nuamero de casos avaliar o sinal algébrico dessa expresséao.
No que se segue, sempre que ndo houver risco de ambigtidade, omitirei
0 expoente zero.

Primeiro, vamos derivar uma relag¢do de generalidade completa.
Multipliguemos a i-ésima equacéo de (13) por (dx;/0a,) para obter

16 Pelo teorema das fungdes implicitas, sabe-se que, supondo-se a qualidade definida da forma
quadratica por toda a regido em debate, estaremos nos assegurando do carater Unico de
nossa posi¢do maxima relativa. Por outro lado, nossas condi¢cdes maximas séo essencialmente
invariantes em face de qualquer transformacdo néo singular das variaveis. Além disso,
qualquer funcdo de z puramente monotdnica goza de posi¢do extrema para 0s mesmos
valores dos argumentos que z.
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0X; o 0X;

0Gk z fxixj ﬁ - - fxiuk 0Gk
1

(i=1..n) 17)

Somando, com relagdo a i, todas as equacgbes, temos

n2 ax;  0x; . ox;
XX 3. -~ fx.u . 18
sz”aak 0ak Z 'kaak ( )
mas a relagéo (11)
z z fxx hihy <0,
1 1 '
é verdadeira para qualquer h. Em particular, para
0x;
.= ! 1
h = Gar (19)
obtemos
t2 0x;  0X;
— 1 2
Z Z Fo 0, a0, <% (20)
ou, conforme a equacao (18),
i 0X;
' 21
Z fxiuk aak >0’ ( )

uma vez que nem todos os 0x;/00, s&o iguais a zero. Traduzindo em

palavras, esse termo composto que consiste da soma ponderada de
nossas taxas de variacdo incdgnitas tem necessariamente que possuir
sinal positivo. Contudo, isso ndo acrescenta muito ao nosso conheci-
mento, uma vez que ndo sabemos quais termos serdo positivos.
Como foi mencionado anteriormente, contudo, ndo estamos sem-
pre interessados nos parametros que modificam todas as nossas con-
dicdes de equilibrio. Isso exigiria um conhecimento da importancia
quantitativa relativa de cada variagdo antes que pudéssemos esperar
avaliar o resultado do conjunto dessas variagdes. Por essa razdo muitas
vezes reduzimos 0 nosso problema mantendo somente os pardmetros
que fazem com que apenas uma de nossas equagdes de equilibrio se
modifique. Vamos restringir nossa atencdo, portanto, a um conjunto
de tais parametros (ay, ..., 0,,,) em ndmero igual ao de nossas incognitas.
Podemos numerar cada um deles na ordem correspondente a equacgéo
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de equilibrio que ele modifica. Entdo, uma vez que uma modificagéo
no k-ésimo parametro tem que deixar inalteradas todas as outras e-
quacdes, temos

ijak = 0, uma vez que j#Kk. (22)

Agora nossa desigualdade (21) se reduz a condi¢do mais simples
e mais facilmente aplicavel.

0X )
Fren oo, O 23)
Traduzindo em palavras, para a classe de parametros ora examinados,
a taxa de variagdo da k-ésima variavel com relagdo a seu parametro
correspondente tem que ser do mesmo sinal que fxq, » QUE por sua vez

serd positivo se a variagdo da equacado de equilibrio for no sentido de
um incremento de X,.

Isso pode ser verificado pelo calculo da equacéo (15). De acordo
com nossa hipétese presente

% - kauk Hkk. (24)
oa, H
No Apéndice Matematico A, secdo 111, demonstraremos que
Hi _
%<0, (k=1 .,n) (25)
H
é a condicdo para um maximo verdadeiro. Consequentemente,
Xy & HgO
— = 2 O
kauk 0Gk (kauk) 0 H %: (26)
ou
0Xy
— > 0. 27
Fro o, > O (27)

Examinemos mais de perto a natureza de nossa hipétese repre-
sentada pela equacéo (22), segundo a qual cada pardmetro modifica
apenas uma condicdo de equilibrio, deixando inalteradas todas as ou-
tras. Em primeiro lugar, isso ndo quer dizer que uma modificagdo no
i-6simo parametro resulte em modificacdo apenas da i-ésima variavel.
Ao contrario, uma variacdo em qualquer parametro tipicamente ira
resultar em modificagdo de todas as variaveis. Nossa hipétese simples-
mente diz que isso tem que ocorrer através de um deslocamento em
apenas uma curva, com movimentos ao longo das curvas restantes.

58



SAMUELSON

Como irei argumentar mais adiante, a adogdo dessa hipotese néo
implica uma perda séria de generalidade e ainda abarca a vasta maioria
de relagBes contidas na teoria econdmica atual (de fato, é dificil en-
contrar excegoes).

A funcé@o mais geral para a qual se aplicam as equacgdes diferen-
ciais parciais de (22) pode ser escrita

zZ = e(Xll ] Xn) + B! (Xll al) + B2 (XZI 02) + ot Bn(Xn, an)' (28)

Isso pode ser verificado por diferenciacdo sucessiva, obtendo-se
02z _ 02Bi

X

ox0ay, 9% T ax0a

=0, para j £ k. (29)

No resto deste capitulo, a ndo ser que coloque uma indicagdo
explicita em contrario, estarei considerando fun¢des desse tipo restrito.
A desigualdade (21) ainda é valida em qualquer caso, mas é de aplicacdo
menos imediata. Afinal, a generalidade ndo é um fim em si. Uma
teoria pode ser tdo geral a ponto de ser inutil. Temos que procurar
teorias simples que tenham ampla aplicabilidade.

Deslocamento de quantidade maximizada

Vimos como as quantidades de equilibrio (xy, ..., X,) s& modificam
quando os parametros variam. Qualquer funcdo delas também varia
de modo determinavel. Em particular, a quantidade a ser maximizada,
z, ir4 se modificar; e as leis de sua variagdo assumem uma forma
muito simples. Seja

Z = f (Xg, oer Xy O), (30)

a fungdo onde a é um parametro qualquer. Suponhamos que o0s x sejam
funcdes de a, determinadas por uma posi¢do de maximo, isto &, por

0z i

o = fi G X @ =0 (i = L) (31)
Entéo,

dz oo O ooz (32)

da_zlda o 7 oo’

Isto é, a variagdo de primeira ordem em z é exatamente igual a
variagdo em z quando os x ndo estdo variando a nivel 6timo, de modo
a manter z no maximo; somente para termos de uma ordem mais
elevada é que ha uma diferenga no modo como z varia. Pode-se de-
monstrar a existéncia de uma relagdo semelhante no caso de um ma-
ximo restrito.
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Essa é a familiar relacédo da tangéncia entre o envelope de uma
familia de curvas e as curvas que ele toca. Tem numerosas aplicagdes
na Economia, das quais basta mencionar apenas algumas. Na famosa
controvérsia entre o Prof. Viner e seu desenhista, o Dr. Wong, surgiu
uma questdo quanto a relacdo correta entre as curvas de longo e curto
prazos.l?” A curva de curto prazo é tracada minimizando-se os custos
totais (e médios) de todos os valores da produgdo correspondentes a
guantidades dadas de algum fator fixado de antem&o. A curva de longo
prazo exige os mais baixos custos totais (e unitarios) para cada um
dos valores da producgéo, ja que as instalagdes produtivas sdo ajustadas
a um valor étimo. Mas de acordo com nosso teorema uma variagéo da
primeira ordem no parametro producéo resultard na mesma variagéo
nos custos totais (e unitarios) tanto quanto as instalagbes produtivas
forem fixas como quando forem ajustadas a valores 6timos. O Dr. Wong
estava certo entdo quando insistia na tangéncia das curvas.

O mesmo Prof. Viner nos fornece outro exemplo.1® Suponhamos
que o custo marginal da méao-de-obra seja igual a taxa de incremento
dos custos totais quando somente a méo-de-obra varia, de forma a
resultar na producdo suplementar. Deve-se distinguir isso do custo
marginal da mé&o-de-obra que aparece na teoria do monopsdnio e do
custo da mao-de-obra marginal que significa 0 aumento de um dos
componentes dos custos quando todos os fatores estdo variando em
niveis 6timos. Suponhamos que o custo marginal seja igual a taxa de
incremento dos custos totais com relagdo a producdo enquanto todos
os fatores variam em niveis 6timos. Entdo nosso teorema afirma que
o0 custo da mao-de-obra marginal é igual ao custo marginal e igual ao
custo de qualquer outro fator marginal. Como o Prof. Viner destacou
com muito discernimento, no limite (isto é, desprezando-se os coefi-
cientes diferenciais das ordens superiores a primeira) todos os fatores
podem substituir uns aos outros de modo perfeitamente indiferente.
Os economistas cléssicos, a quem faltava a nogdo precisa de infinite-
simal, foram forcados a empregar o conceito de uma margem ampla-
mente geral. (Por exemplo, a terra sem renda de Ricardo e a famosa
zona de indiferenca de J. B. Clark.)1®

Para movimentos finitos, por pequenos que sejam, os termos das
ordens superiores fardo com que a variacdo na quantidade maximizada
(ou minimizada) seja diferente quando as incdgnitas forem ajustadas
de forma 6tima e quando elas forem mantidas constantes. De fato,

17 VINER, J. “Cost Curves and Supply Curves”. In: Zeitschfrift fur Nationalékonomie. IlI,
1932, p. 23-46.

18 VINER, J. Studies in the Theory of International Trade. Nova York, Harper, 1937. pp.
515-516.

19 Para mais exemplos, ver MARSHALL. Principles. Mathematical Appendix, nota XIV, pp.
846-852.
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dx; d(f;)
da2 Z fi da2 . da da z fia 4o da faa

(33)

d.
0+0+Zf,ad—'+fm,

uma vez que f; = 0.
A variacdo de ordem superior em z, quando todos 0s x sdo man-
tidos constantes, é dada por

02z
w = f(m- (34)

A diferenca entre a primeira variagdo e a segunda é a seguinte:

2 2

s Z f g (35)
a a2 da

por causa da equacgéo (21).

Se a variagdo do paradmetro afeta os lucros ou a utilidade ordinal
de forma adversa, o faz menos quando a producédo e 0 consumo séo
ajustados de forma o6tima as novas circunstancias. Se o parametro
melhora os lucros (etc.), o faz mais quando as incognitas sédo ajustadas
a valores ideais.

Pode-se continuar até termos ainda mais elevados. Veremos que
eles dependem das diferentes derivadas parciais de f e de dx;/da, d2x/
da2 etc. As variagOes de z sdo de ordem mais elevada que as variagdes
dos x. De fato, a n-ésima derivada de z depende no maximo de (n -
1)-ésima derivada dos x. Isto é demonstrado nas equacfes acima.

RestricOes auxiliares e o principio de
Le Chatelier generalizado

Se o equilibrio de um sistema é determinado por condigdes de
extremo onde todas as incégnitas variam de forma independente, a
adicdo de restrigdes auxiliares (satisfeitas pela posicdo de equilibrio)
deixara o equilibrio inalterado. Se for obtido um maximo relativo ver-
dadeiro, um movimento em qualquer dire¢do fara a funcéo decair; a
fortiori, os movimentos ao longo de certos subconjuntos de direcfes
serdo descendentes. A utilidade daquilo que a primeira vista pode pa-
recer um processo estranho esta no fato de que nos permite deduzir
as condicdes necessarias que o equilibrio tem que satisfazer.

Assim, com instalagdes produtivas fixas, ird ser empregado um
fator variavel até que seu preco (custo marginal) iguale a produtividade
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de seu valor marginal. A longo prazo, as instalagfes produtivas nao
podem ser tomadas como fixas. Contudo, a condicdo de curto prazo
é valida também a longo prazo (mas a reciproca néo é verdadeira),
uma vez que o0s custos totais de longo prazo ndo podem estar no
minimo, a menos que os custos totais de curto prazo estejam tdo
baixos quanto possivel. Mais uma vez, no monopélio discriminatério
a condi¢do de que qualquer producdo dada seja dividida de forma
6tima entre dois mercados (rendimentos marginais iguais) é valida
mesmo quando a producdo total ndo é dada, mas é determinada por
consideragfes de custo.

Como o equilibrio é deslocado quando néo ha restrigdes auxiliares,
em comparagado com o0 caso em que sdo impostas essas restri¢des? Como
a demanda de um fator varia com seu pre¢o quando os outros fatores
ndo podem ser ajustados de forma dtima por causa de demoras etc?
Esse tipo de pergunta é importante na termodinamica e também nos
sistemas econdmicos. Ele admite uma resposta simples.

Seja uma funcéo z da seguinte forma especial

Z = O(Xq, ooy Xp) — 09Xy — OpXp — ... — O X0 (36)

Se todas as incognitas sdo variaveis independentes, as condigdes de
equilibrio determinam um maximo.

372 = 0060 X0 - @ =0, (i=1.,n) 37)

[H] = [6]]
é a matriz de uma forma definida negativa. Como x; varia quando seu
paréametro “conjugado” a; varia?

—t =1 <o (38)

Suponhamos que r restri¢des lineares adicionais independentes sejam
impostas de tal forma que

n

z ng (Xj - Xj O) = 0, (B = 1! ey r) (39)

1
onde a matriz
[gif]
é da ordem r.
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A introducéo de restricdes exige que nosso sistema de equilibrio
seja modificado para assumir a seguinte forma

r

B+ > Mg -0 =0, (i =1.,n)
1

n

z ng (Xj - Xj O) = 0, (B = 1! ey r) (40)

1

onde os A sdo multiplicadores de Lagrange indeterminados.
Utilizemos rH para representar o determinante formado orlando-se
H com r linhas e r colunas constituidas pelos coeficientes g; B; isto &,

H = ge; gvd

45 o0 By=i..n (41

Entdo, a variacdo de x; com relacdo a a; quando se impdem r
restricbes auxiliares é dada por

[dxiD_7<0 42
%S_ rH ()

desde que [H] seja a matriz de uma forma definida negativa, e a matriz

XI
da;

H = °oH,
a equagao (38) se enquadra como um caso especial de (42).

Qual é o efeito sobre a taxa de variacdo de x; com relacédo a q;
obtido pela inclusdo de uma restricdo adicional? Claramente

rH“ Ir_lHii

Cdx; O
Gy,

IrHii an+r, n+r.ii
™H an+r, n+r

IrHii an+r, n+re T "HH

rHrH

- ( IrHi, n+r)2
I’-Han-*-I",n-H"

n+r, n+r.ii

n+r, n+r
(43)

segundo um conhecido teorema sobre determinantes (Jacobi).
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O denominador é positivo porque tais subdeterminantes princi-
pais orlados, ndo importa o nimero de linhas orlantes, tém que ser
do mesmo sinal.20 Consequientemente, a diferenca é positiva.

Temos o seguinte teorema geral:

de

dx; 0
WD < gu El. < 0. (44)
1

Enquanto a variagdo de um x com relagdo a seu préprio parametro é
sempre negativa, ndo importa o nimero de restrigdes, ela serd negativa
ao maximo grau quando ndo houver restrigoes, ligeiramente abaixo
desse maximo quando houver uma Unica restrigdo, e assim por diante,
até que o numero de restri¢des auxiliares atinja o0 maximo valor pos-
sivel, a saber (n — 1).22

Isso explica por que, economicamente, as demandas a longo prazo
sdo mais elasticas do que as a curto prazo. Uma ampliacdo do periodo
de tempo de molde a permitir que novos fatores variem ira resultar
em maiores variagdes no fator cujo preco foi modificado, sem importar
qgue os fatores que se permitiu variar sejam complementares ou con-
correntes com relagdo aquele cujo prego foi modificado.

Exemplos econdémicos

Nao é dificil provar a relevancia do que foi exposto acima para
um grande numero de problemas econdmicos. Primeiro, vamos repetir
o resultado de nossa andlise anterior.

0X;

Fie, oq; > © (45)
Isso afirma que o sentido da variagédo da i-ésima variavel com relagdo
a seu parametro correspondente é do mesmo sinal que
fxia; (— Bx;a;i). Essa expressdo pode ser tomada como critério. Se o
seu sinal algébrico é definido, isto é, determinavel sem ambigtidade,
entdo o sinal de 0x;/0a; é também definido.

Temos simplesmente que mostrar, portanto, que uma ampla va-
riedade de problemas econémicos pode ser formulada de modo tal a
propiciar uma determinagdo conclusiva do sinal de nosso critério.

20 Ver o Apéndice Matematico A, equacdo (48). Deve-se notar que nosso r corresponde a m
14, da mesma forma que r 14 corresponde a m aqui.

21 Esse é um teorema puramente matematico. Corresponde a alguns dos fendmenos que se
enquadram no célebre principio de Le Chatelier. Devido a vaguidade quase metafisica de
sua formulagéo, o significado desse principio é freqiientemente duvidoso, sendo ele utilizado
ao mesmo tempo para explicar fendmenos dispares. A formulagdo acima explica por que
a variagdo do volume com relacdo a uma variacdo dada da pressdo é maior quando a
temperatura for constante do que quando a entropia é que se mantiver constante e se
permitir que a temperatura varie de acordo com as condigdes de equilibrio.
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Pode-se notar que para problemas de maximo que envolvam uma
Unica variavel ndo é necessario colocar restricdes a z para que Nosso
critério seja aplicavel. Seja

z = f(x0). (46)

Entdo nosso critério se torna
(14
fxu% > 0. (47)

Enumero a seguir alguns exemplos escolhidos aleatoriamente
para ilustrar a aplicabilidade do critério.

(a) Retornemos ao exemplo do capitulo 11, sobre o efeito de um
imposto unitario sobre a producéo. O leitor se lembrara de que a relagéo
entre a producao de equilibrio e o imposto era determinada como sendo
negativa, sem ambiguidade. Pode-se chegar rapidamente a essa con-
clusdo por nosso método presente. O lucro € definido como segue:

= 0(x,t) = [xp(X) - C(x)] - tx. (48)
Nosso critério pode ser facilmente calculado.
Ty = e = — L. (49)
Portanto,
0x
-2 P > 0. (50)
ou
0x
ot < 0. (51)

Também, como foi demonstrada na se¢do anterior,

dr_om _
dt ot

Numa primeira aproximagdo, a variagdo dos lucros ndo é afetada
pelo ajustamento da producédo. Chegando-se a uma aproximagao mais
exata, os lucros se reduzem menos se a producdo for alterada de
uma forma étima.

(b) Os efeitos de trés outros tipos de impostos também podem
ser facilmente deduzidos. Tomemos respectivamente um imposto em
porcentagem sobre as vendas brutas, um imposto sobre o montante
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total e um imposto em porcentagem sobre os lucros. As funcgdes de
lucro correspondentes podem ser escritas:
m = [xp(x) — C(X)] — t'xp(x)
m = [xp(x) - C(¥)] - t' (52)
m = [xp(x) - C(X)] - t"[xp(x) — C(X)].

Nossos critérios sdo respectivamente
=~ 2 [l < 0
Tg(t’ ax p )

e =0, (53)

_ o omi ) _
Me = - Tt =0

Obviamente, portanto, para o primeiro caso, de um imposto sobre as
vendas brutas, o efeito de um aumento na taxa do imposto é deduzir
a produc¢do. Os outros dois casos, contudo, apresentam uma nova ca-
racteristica. Nosso critério ndo é positivo nem negativo, mas igual a
zero. Um pouco de reflexdo revela que nossas condi¢gdes maximas de
equilibrio sdo essencialmente independentes dos parametros que va-
riaram. Portanto, nossos valores de equilibrio permanecem inalterados,
ou seja,

oxX _

a =0

ox _

atm - 0 (54)

Essas conclusdes, é claro, ja sdo familiares da analise de Marshall.

(c) Consideremos agora um problema que ndo tem nada a ver
com impostos, mas que figurou com destaque na famosa controvérsia
sobre os custos ha alguns anos. Vamos supor uma firma em estado
de concorréncia perfeita, isto €, uma firma que possa vender o quanto
quiser de sua produgdo sem afetar o pre¢o. Dado o custo total em
funcéo da producéo, havera uma reagao de producdo determinavel para
cada preco dado. Qual a natureza dessa dependéncia? A partir do fato
de que supomos que a firma esteja em equilibrio estavel quando goza
de um maximo relativo préprio, podemos facilmente aplicar nosso cri-
tério para deduzir as propriedades da curva da oferta. Nesse caso

™= 6(x,p) = px — C(x), (55)
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om _ von

ax - p-C(x) =0. (56)
A equacdo (56) pode ser resolvida para determinar a producdo em
funcdo do preco

X = 9(p)- (57)
Verifica-se facilmente que
Ty = by = 1. (58)
Portanto,
dx _
ap = 9P > 0. (59)

Mesmo se deixarmos de lado a exigéncia de que um maximo relativo
regular tem que se concretizar, ainda sera verdade que a curva da
oferta ndo pode apresentar inclinacdo negativa. E claro que isso nao
quer dizer que a curva do custo marginal ndo possa apresentar incli-
nacdo negativa, mas simplesmente que nesses intervalos ela ndo pode
servir como curva de oferta.

(d) Nao se deve pensar, contudo, que a hipdtese de nosso equilibrio
como solucdo para um problema de maximo seja o “abre-te, sésamo”
para a resolugdo com sucesso e sem ambiglidade de todas as questdes
que possamos formular. E extremamente facil mencionar problemas
simples e importantes que ndo podem ser resolvidos mesmo qualita-
tivamente sem conhecimento maior.

Tomemos o problema do efeito da introduc¢do de despesas de pu-
blicidade sobre a producdo de uma firma monopolista. O incremento
das despesas de publicidade resultara em aumento ou diminuigdo da
producédo? Aqui

T = ¢(x,a0) = R(x,a) — C(x) — «q, (60)

onde
R (x,a) = a quantia méaxima de receita total que pode ser obtida
para uma producdo dada e uma dada despesa de publicidade
otimamente dirigida.
C(x) = custo total minimo de produgdo em funcéo da producéo.
o = despesas de publicidade totais em ddlares.
Para qualquer valor dado de a, ha uma produgéo 6tima que maximiza
0 lucro. Qual o sinal de dx/da?
Aplicando nosso critério, temos

fX(] = RXU’ (61)
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ou

dx
Rya do > 0. (62)

Assim, o0 sentido da variacdo da producéo depende do sentido do des-
locamento da curva de renda marginal (para cima ou para baixo) em
funcéo da variagédo das despesas de publicidade. Ora, ndo ha nada na
formulagdo do problema que exija que esse deslocamento assuma qual-
quer dire¢do particular. Conseqlientemente, a falta de investigagdes
empiricas quantitativas da reacdo das vendas a publicidade, nenhuma
certeza é possivel. Ademais, uma vez que ha ambiglidade quanto a
taxa instantanea do sentido da reacdo quantitativa a uma variacédo
das despesas de publicidade, a fortiori ha uma ambiglidade quanto
ao efeito de uma modificacdo finita nas despesas de publicidade. N&o
é possivel, portanto, afirmar se a produgdo sera maior ou menor me-
diante gastos positivos com publicidade, em comparac&o com a auséncia
de gastos de publicidade. Pode-se demonstrar que o efeito da publici-
dade sobre o preco tampouco possibilita uma inferéncia desprovida de
ambiglidade, como se poderia esperar intuitivamente dos argumentos
que foram apresentados em favor de ambas as partes.

(e) Outro problema que atraiu muito interesse € o de saber se a
producéo sera maior em condi¢des de monopo6lio discriminatério ou de
monopolio simples. Suponhamos uma firma com dois mercados com
curvas de demanda independentes.

Xi = Di(pi)l (I = 112) (63)

e uma curva de custos em funcdo da produgdo total,
C =C(X; + Xp). (64)

Em condicées de monopdlio discriminatorio, todos os pregos sdo con-
siderados variaveis independentes e sdo ajustados de modo a maximizar
0 lucro. O lucro pode ser representado como

T = p;DY(p,) + p,D(p) — C[DYpy) + D(p,)]- (65)

Para simplificar, eliminamos a possibilidade de que toda a demanda
a um preco dado em um mercado dado ndo possa ser satisfeita pelo
empresario. A remogao dessa restricdo pode ser feita facilmente.

As condicdes de equilibrio aqui séo

on

db?
=0 =Dt + -C) —,
apl (pl) (pl ) dp]_
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T dDz2
~— =0 = D2 + -C) 5. 66
o0, (P2) + (P2 = ©) (66)
Isso resulta num conjunto 6timo de pregos (p,°, p,°), de quantidades
(X190, %59, e de quantidade total (x9), ou (x;° + X,0).

No caso de monopélio simples, impomos a nosso problema a con-
dicdo de que o preco seja igual em ambos os mercados. Assim,

P1=P2 =P, (67)
™ = pD(p) + pDX(p) ~ CIDp) + DAP)L (69)
Gp =0=D0) + D) + (o - I+ P (69

Essas equagdes ddo como solucdo (p', p'), (X, X,') e (X'). E possivel
determinar se

X 7 X0 (70)

A primeira vista, ha pouca semelhanca entre esse exemplo e os
que foram discutidos até aqui. Ndo foram introduzidos dados para
servir de parametros; além disso, ndo estamos comparando duas si-
tuacoes infinitamente proximas uma a outra. Ao contrario, parece que
estamos lidando com dois tipos de comportamento completamente di-
ferentes. As duas solugdes parecem resultar de tipos qualitativamente
diferentes de problemas de méaximo. N&o obstante, podemos nos servir
de um artificio por meio do qual seréa possivel aplicar os métodos usados
anteriormente.

Vamos introduzir um parametro k, definido assim:

A

= k. (71)
P1

Podemos agora tratar (P;, K) como variaveis independentes, ao invés

de (P,, P,), uma vez que existe uma correspondéncia biunivoca entre

os dois conjuntos. Portanto,

T = F(py, ) = F(P1, kpy) = G(py, K). (72)

No caso do monopdlio discriminatério, ambos os pregos variam inde-
pendentemente, de forma a maximizar o lucro. Isso equivale a condicéo
de que se deve permitir que tanto P, como k variem de modo a ma-
ximizar o lucro. Nossas condicoes de equilibrio séo
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on _ 06

= =0,
op; op,
on _ 0G _
ok = ok 0. (73)

Essas equagdes, é claro, tém que determinar a mesma solucdo dada
em (66), uma vez que s6 transformamos nossas variaveis.

Para o monopolio simples, é uma condigéo pré-fixada do problema
que ambos os pregos sejam iguais, ou que k seja igual a unidade.
Assim, mediante a variagdo continua de k desde a unidade até p,%p,?°,
podemos passar do monopélio simples para o discriminatorio. Se entéo
pudermos afirmar sem ambigiiidade o sentido da taxa de variacdo da
producgdo com relacdo a k em cada ponto, sera possivel determinar se
a producgdo sera maior ou menor.

Para avaliar a taxa de variacdo da producdo total com relagdo
a k, continuemos a transformar nossas variaveis como segue:

k = &,
P1
X = DY(p;) + D2(p,). (74)

Resolvendo com relacéo a p; e p,, obtemos

pl = fl(k, X),
P2 = f2(k, X). (75)
Assim,
T = F(p1, p2) = FIfUKk X), fAk, X)] = ¢ (K, X). (76)
Nossa condicédo de equilibrio para um dado valor de k é
o _ op(k, X) _
ax - ox O 7
De acordo com nosso critério,
dXx
O g > O (78)

Agora, o calculo de ¢xk, embora trabalhoso, é, contudo, possivel. Ve-
remos que ele depende, de uma maneira complicada, das curvaturas
de nossas curvas de demanda. Seu sinal algébrico sera ambiguo, como
tem que ser igualmente o efeito sobre a producéo total. Contudo, qual-
quer pessoa que se der ao trabalho de fazer o calculo pode assim de-
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terminar que restricdes adicionais tém que ser impostas as funcoes de
demanda para assegurar que a produc¢do seja maior ou menor.

(f) Em capitulos posteriores os métodos aqui delineados ser&o
aplicados sistematicamente a diferentes ramos da teoria. A fim de
ilustrar que é possivel deduzir conclusées sem ambiglUidade mesmo
com um grande nimero de variaveis, iremos antecipar uma pequena
parte de nossa andlise posterior.

Tomemos a demanda de uma firma para um fator de producéo.
Consideramos como dados: uma funcéo de producéo englobando as re-
lagdes tecnoldgicas entre insumos e producdo, a curva de demanda
para o produto acabado e 0s precos aos quais todos os fatores de pro-
ducdo podem ser comprados em quantidades ilimitadas. A condicéo de
que o lucro esteja no maximo é suficiente para determinar o valor de
todas as incognitas em termos desses dados. Portanto,

1T = renda total — custo total do fator
=R (X) — (Wa; + WA, + ... + W,a,), (79)

onde w; e a; sdo pregos e quantidades respectivas do i-ésimo fator de
produgdo. Mas temos também como dada uma funcédo de producéo
(tida como continua),

X = X(ay, ..., a,)- (80)
Logo,
= [ (@ e By Wi, eeey W)
= R[x(ay, ..., an)] — (Wia; + ... + wpay). (81)

Lembremo-nos do critério generalizado de (21).

. da;

z fajwi TVV, > 0. (82)

1
Obviamente aqui

fawi = 0. (i#]) (83)
Portanto,

0a; .
faini 5 > O (i=1..n 84)

Mas

fajwi = -1 (I = l: ] n) (85)
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De forma que

03;
ow;

< 0. (i=1.,n) (86)

Essa concluséo é valida para qualquer namero de fatores.

Os exemplos acima s&o apenas uma pequena amostra dos pro-
blemas econdmicos que podem ser considerados determinados pela so-
lucéo de problemas de maximo. Para eles, os critérios descritos acima
podem ser empregados para deduzir teoremas qualitativos significati-
vos e sem ambiglidade.

Anédlise de variacdes finitas

Até agora a analise tem sido confinada quase que exclusivamente
a determinacao dos sinais algébricos de taxas instantaneas de variagdo.
Nao se pode abandonar o assunto por ai, uma vez que no mundo dos
fendbmenos reais todas as variagdes sdo necessariamente finitas e as
taxas instantaneas de variacdo constituem apenas abstragdes restritas.
E necessario, portanto, que desenvolvamos as implicacdes de nossa
analise para variagfes finitas. Felizmente, apesar da impresséo cor-
rente entre muitos economistas de que o calculo sé pode ser aplicado
a movimentos infinitesimais, isso pode ser feito facilmente.

Para simplificar, tomemos uma relacéo funcional entre uma va-
riavel, x, e um parametro, a, relacéo essa continua e diferencial duas
vezes a qualquer ponto de um dado intervalo.

x = g(a). as<acsh (87)

Suponhamos que ja tenhamos averiguado o fato de que o sinal algébrico
da taxa instanténea de variagdo desta fungdo € negativo em todos o0s
pontos do intervalo definido, isto &,
dx _
a—g(a)<0. a<acsh (88)
Segue-se entdo que qualquer variagdo finita de a dentro desse
intervalo ser4 acompanhada por uma variagdo finita de x no sentido
oposto.
Que seja

Ao = al — 0o, a<alsh

IN

Ax = xt — x0 = g(al) — g(ao). a < ao

IN

b (89)
Queremos provar que

Ax Aa < 0. Aa # 0. (90)
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Pelo teorema da média
al 1 1
Mx = g(at) ~ g(@°) = [ o g(@da = g(e)Aa, (91)

onde
€ = 0a% + B(al — 00). 0 <6<l

Mas, uma vez que a derivada g' é negativa em todos os pontos do
intervalo definido, ela tem necessariamente que ser negativa para
o = & Portanto, Ax e Aa sdo de sinal oposto, ja que

AxAa = ¢ (g)(Aa)2 < 0. (92)

Esse resultado é intuitivamente 6bvio. Se, comecando de um
ponto dado, uma curva for sempre descendente, ndo se poderéa es-
perar que seja mais alta depois de uma distancia finita, supondo-se
a continuidade.

A prova acima se baseava no pressuposto de que a derivada era,
sem ambiguiidade, negativa em todos os pontos. Essa é freqiientemente
uma hipétese admissivel, como vimos. Mas e quanto aos casos em que
se sabe que a derivada é negativa sem ambigiidade s6 em um ponto?
Assim,

g'(a% < 0. a<oad<hb (93)

Pode-se dizer alguma coisa entdo sobre variagdes finitas? Nossa res-
posta é afirmativa. Pode-se demonstrar que, para todas as variagdes
finitas de a, menores do que alguma quantidade designada, correspon-
dem variacOes finitas correspondentes de x do sentido oposto.

De fato, por hipdtese, g' (a) é continuo no intervalo dado e, é
claro, em a0. Portanto, com base na definicdo elementar de continui-
dade, existe uma vizinhanca em torno de a® onde g' (a) é sempre
negativo, isto &,

g'(a) < 0. Ja—a°] <h (94)
Portanto, conforme nosso teorema anterior,
AxAo = (X = x0)(a — a9 < 0. la — a°] < h (95)

A implicagdo do ultimo teorema é importante. Para que os re-
sultados de todos os movimentos sejam desprovidos de ambiguidade é
necessario que o sinal da derivada instantanea seja definido em todos
os pontos. Se mudarmos o sinal da derivada sera possivel encontrar
movimentos finitos contraditérios.

Até aqui convencionamos que nossas equagdes de equilibrio sdo
tais que nos permitem resolver nossas incégnitas unicamente em fungéo
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de nossos parametros. Em que condigdes isso serd possivel? Poder-
se-a ver prontamente que, mesmo onde nossas condic¢6es de equilibrio
sdo definidas como o resultado de um problema de méaximo, perma-
nece a possibilidade de multiplas posi¢des de maximo relativo. Em
que condicdes poderemos obter uma solugdo explicita Unica para
nossas equagdes implicitas? O que deve ser feito se forem possiveis
multiplas solugdes?
Suponhamos as equacgfes implicitas

fr = FaKa X O3y eO) = 0, (i=1..n (%)

e um conjunto de valores (x,9, ..., X9, ..., a;9, ..., 0,,9) que satisfaca essas

equacdes. Sabe-se, a partir do Teorema de Fung¢do Implicita,22 que
existe uma e somente uma solucdo explicita:

X = gidy, -y Oy, (i=1..n ©7)

numa regido em torno de (x,9, ..., X9, ..., 0,9 ..., 0,0 onde o seguinte
determinante funcional n&do se anula,

xlxl f>(1>(2 e f>(1>(n D
>(2>(1 f>(2>(2 e fXZXnQ
IR L
g o 0 O g
H‘anl f)(nX2 e fX"X"H

Uma vez que estaremos pensando principalmente na selecdo de
posicdes maximas regulares, podemos supor que

(= DrHO = (= Dl fuel > 0 (99)

no ponto de equilibrio. Desde que essa expressdo permanega positiva
em todos os pontos, podemos ter certeza de um equilibrio Unico. Por
certo, essa condigdo é suficiente, mas ndo necessaria.

Suponhamos, contudo, que o hessiano de fato troque de sinal um
numero finito de vezes dentro da regido de valores economicamente
admissiveis. Entdo as fungdes (97) serdo multivocas, com um ndmero
finito de ramos. Algumas dessas fun¢des poderdo ser eliminadas ime-
diatamente por ndo constituirem posi¢cbes maximas, a saber, aquelas
para as quais

(-1)"H < 0. (100)

E possivel escolher entre os ramos restantes simplesmente vol-

22 Ver qualquer livro de Calculo Avancado.
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tando a nosso problema original de maximo. Seja (X%, ..., X,1),
(%12, ..., X,9, ... correspondente a um conjunto preestabelecido
(ay, ..., 0) como solugdes multiplas de (96). Serd mantido o conjunto
(ou conjuntos) onde f for maior. Normalmente, isso servira para definir
nossos x como fungdes univocas dos a, exceto num ndmero finito de
pontos. Nesses pontos, € indiferente qual das solugdes possiveis sera
adotada.

Em termos gerais, essa possibilidade de equilibrio multiplo ndo
oferece dificuldades sérias. Todos os resultados qualitativos permane-
cem. Para ilustrar isso, vamos examinar o problema em toda a sua
generalidade. Seja

zZ = f(Xll ] an all Ty an) = e (Xll ] Xn) + Bl(Xl, al)
+ B2(x,, 0,) + ... + Bn(x,, a,) (101)

Tomemos um conjunto preestabelecido de valores de nossos parametros
(040, ..., 0,9 e um conjunto 6timo correspondente de valores para nossas
incoégnitas (x,°, ..., X,%), que ndo pressuporemos como necessariamente
Unico. Entéo, pela definicdo de méaximo,

f(Xll Ty an alol RS anO) < f(Xlol ] Xnol alol ] anO) (102)

onde (Xy, ..., X,) assume quaisquer valores. Por uma questdo de brevi-
dade, isso pode ser escrito

f(X, a%) — f(X°,a0) < 0. (103)

Tomemos quaisquer outros valores preestabelecidos de nossos paréa-
metros (0,9, ..., a9 e um conjunto 6timo correspondente (x;1, ..., X,1).
Enté&o,

f(xll al) - f(XO, al)
f(XO, aO) - f(Xl, aO)

Somando membro a membro, temos
[f(X, at) = (X0, at)] — [f(XL, a0) — f(X0, a%)] = O. (105)

A partir da defini¢cdo de integral definida, isso pode ser escrito

v v

0. (104)

n 1
z I >(io [fxi (X1, es X, 011, oy OpY).
1 %

= [, (g oo Xy 010, 0 0)]dX; = 0 106

A partir da mesma defini¢do, isso ainda pode ser transformado em
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z ZI Xi; I O(ill fxiuj (Xll vy Xpyy Oqy vesy an) dXide 2 0. (207)
T 1 X; g

Mas a partir de (101)
fX.(]v = BX.(]vi = Ol (i ¢ J)’

L] y

fxit = Byal (108)

de forma que
n Xil Uil
ZI I + Fro, Oty oo X gy o @) il 2 0. (109)
T 9
De acordo com o teorema da média, isso pode ser escrito
n
> T Oxila; 2 0, (110)
1

onde Fx;0; tem seu valor determinado em um ponto intermediério. Se
levarmos em consideracdo apenas movimentos do k-ésimo parametro,
os outros mantendo-se constantes, isso se torna

Fro, AXAQ, 2 0. k =1,..,n) (111)

Consequientemente, se nosso critério for de sinal definido em todos os
pontos, por exemplo,

= Bk < 0. (k=1,..n) (112)

ka(]k X Oy

segue-se que
Ax Ay < 0. k =1,..,n) (113)

Isso prova que a multiplicidade de valores de equilibrio nédo altera
o caréater definido de nossas conclusfes com relacdo a variacdes finitas.
Demonstra também que o critério que aplicamos em sec¢les anteriores
para determinar o carater definido de taxas instanténeas de variacdes
pode ser generalizado para determinar o carater definido de mudancas
finitas. De fato, por um processo adequado de limitagao, nossos teore-
mas anteriores relativos a taxas instanténeas de variagdo podem ser
deduzidos dessa analise mais geral como casos especiais.

O sinal de igualdade pode ser abandonado se Aa # 0 e se 0 maximo
for conveniente. Notar-se-4 que nessa prova ndo exigimos que 6 fosse
continuo, mas simplesmente que os Bi fossem continuos com derivadas
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da ordem exigida. Veremos que isso é de bastante importancia ao
examinarmos depois as descontinuidades da funcdo de produc¢do de
uma firma.

Um caso muito importante é aquele em que z assume a forma

2= 0y o X)) = 5 OGX;. (114)
: 2
Entéo
B(xt) — z aitxt < B(x%) — z aitxe, (115)
1 1
B(x0) — z aiox0 < B(xt) - z a;0%;L. (116)
1 1

Somando e simplificando termos, obtemos
n
z (it — 09 (Xt — x9 < 0, (117)
1

ou
n
z Aa;Ax; < 0. (118)
1
Para ilustrar a aplicagdo direta de nossos métodos a variagdes
finitas, voltemos a firma que tem uma funcdo de custo total dada
produzindo em um mercado de concorréncia perfeita. Para um preco
preestabelecido, p9, a firma tera uma producéo dada, x° (ndo necessa-
riamente definida de forma Unica, uma vez que a firma pode ser in-
diferente quanto a selecdo entre dois ou mais valores de producéo).
Uma vez que o lucro estd no maximo para essa producao,

[poxt — C(x1)] — [pX° — C(x9)] < O, (119)

onde x! pode ser qualquer produc¢do, em particular aquela producédo
adequada a um segundo preco, p!, de forma tal que

[px0 — C(x9)] — [pxt — C(x1)] < O. (120)
Somando, obtemos
ApAX = (pt — po) (Xt — x0) = O, (121)
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ApAx > 0 para Ax #0, Ap # 0. (122)

Para essa analise, ndo é necessario que a curva do custo seja
continua nem que seja tal que forneca uma producéo 6tima Unica. A
curva do custo marginal pode ser indefinida em alguns pontos, ter
pontos duplos e se recurvar para cima e para baixo muitas vezes.

Funcdes analiticas

Em casos onde z é uma fungao analitica dos x e dos a, as variagdes
finitas podem ser determinadas por uma série infinita de poténcias
nos Aa, cujos coeficientes dependem de derivadas parciais de todas as
ordens da fungdo z, tomadas na posicédo de equilibrio original. Isto é,

n 0 n n Q
Cdx; 0 O dzx; O
Ax; = O Aa; + 2 O AgAay + ... .
! Z %am 1 Z Z %a,— dayg !

(123)
i=1,..,n)
O coeficiente geral tem a forma
g dnx; [(I)
G . dagmp;
onde
n
z m, = n. (124)
1

Esses coeficientes podem ser calculados a partir das equagfes de equi-
librio por diferenciacéo, quantas vezes for necessario, com relagdo aos
a. Se 0 hessiano ndo for zero, isso produzira relagdes de recorréncia
suficientes para se chegar as derivadas de ordem superior desejadas,
em funcéo das derivadas de ordem inferior ja computadas e das deri-
vadas parciais de ordem superior com relagdo aos x.

Conversibilidade em problema de maximo

Em uma parte anterior deste mesmo capitulo dissemos que alguns
problemas que ndo parecem envolver posi¢des de extremos podem as
vezes ser convertidos em um problema equivalente de méaximo ou mi-
nimo. A vantagem que se obtém desse procedimento é puramente de
notagdo, uma vez que determinar se as condi¢des de uma posicdo de
maximo estéo preenchidas exige a mesma quantidade de conhecimento
gue seria necessaria para responder quaisquer perguntas que poderiam
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ser feitas. Ademais, existe o perigo de que um sentido de bem-estar
normativo e teleolégico seja injustamente atribuido a uma posicéo de
equilibrio definida dessa forma. Para evitar mal-entendidos, convém
sublinhar que a conversdo de um problema cujo contexto econdmico
ndo sugere nenhum comportamento humano, propositado e maximi-
zante, em um problema de méximo deve ser encarada simplesmente
como um artificio técnico para se evidenciar rapidamente as proprie-
dades daquela posicdo de equilibrio.

Nosso problema pode ser enunciado do modo seguinte. Dadas
condicdes iniciais de equilibrio

Fi(Ks s X Qg oy Gpy) = O, (i=1..n (125

tais que nossas incognitas sejam determinadas em funcédo dos para-
metros dados, a saber

Xi = gi(ay, ..., apy), (i=1,..,n) (126)

dentro de quais condi¢des o conjunto (125) pode ser considerado a so-
lucédo de um problema de extremo, de modo que os lugares geométricos
(dos pontos para os quais as condicdes de equilibrio sdo satisfeitas)
indicados correspondem a anulacgéo das derivadas parciais de alguma
funcdo? Isto é, existe uma funcao

z = f(Xq, «ry X 01,y ooy O) (127)

tal que
fxi (Xll ey Xy Ogy ey am) = 0, (I = 1! T n) (128)

representa o mesmo lugar geométrico para cada valor i que
fi(Xq, <oy Xpy O,y ooy O) = 07 i=1..,n (129)

Ora, a mesma funcdo implicita pode ser representada em uma
infinidade de maneiras sem modificar o lugar geométrico que repre-
senta.23 E desejavel, portanto, que representemos lugares que s&o nos-
sas condicoes de equilibrio de uma forma definida e desprovida de
ambiguidade. Uma dessas formas € obtida resolvendo-se explicitamente
cada variavel por vez,

Xi =ME(Xg, oo XiZ gy Xiw g X)) (151,00, 0) (130)

Que condigbes sdo necessarias para essas fungdes ou para as funcoes
fi para que exista uma funcéo z tal que seja definida pelas equacgtes
(127) e (128)?

23 Por exemplo, (f)2 =0, (i = 1, ..., n) ou F(f?), onde F(0) = 0; F(a) # 0, a # 0.
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Definamos
Q 0 .0
Cax; 0 omvig  Off d
Ai = — O0=- [0 =070 (131)
! @Xim g ofio

Os A sdo determinaveis sem ambiglidade independentemente da re-
presentacdo dos f. Em geral,

N # A

Se existe uma funcédo z, cujas derivadas parciais se anulam resultando
em equacdes equivalentes a (125), entdo

Ay = L (132)

Também para toda trinca possivel

_ fij0 fjkO fki0 _ fjiO fkj0 fikO
AN = =
K fiiO fjj0 fkk0 fjjO fkk0 fiiO

U]
porque f; = f; para todos os pares possiveis.

= )\ji)\kj)\ik (133)

Essas condicdes sdo necessarias. Elas nédo constituem identidades
para todos os valores de (xy, ..., X,), mas apenas para os que satisfazem

filXy o %) =0, (=1, ..., 1)

isto é, s6 existem no ponto (x,°, ..., X,%).24 Ndo devem ser confundidas
com as condigdes de integrabilidade do capitulo V. Apesar de neces-
séarias, provavelmente elas n&o s&o suficientes. E bem possivel que
relacbes de reciprocidade possam ser encontradas entre diferentes de-
rivadas de ordem superior. Se todas elas existirem, talvez se encontre
um conjunto completo de condic¢des suficientes.

As relagdes dadas na equagao (133) serédo inexistentes se o nimero
de variaveis for menor que trés. Ao todo n(n — 1)(n — 2)/6 condicdes
independentes estdo envolvidas.2s

24 Além disso, para todos os valores de (x) que satisfagam um subconjunto de (r < n)
equacdes f, = 0, serdo definidas relaces semelhantes que serdo identidades para as
restantes (n — r) variaveis.

25 Qualquer conjunto ndo particular de n equagfes com n variaveis, fi(x,, ..., x,) = 0, pode ser
considerado equivalente a uma posi¢éo estacionaria de uma funcéo de 2n variaveis. Seja

n
FXp o Xop X e oo Xnwn) = 2 F (Xpy o X)) X4 ie
1

dF = 0 implica entre outras coisas que f(x;, ..., X, 1, -.., X;) = 0. Inequivocamente, n&o se
trata de uma posigdo extrema conforme mostrado por referéncia a condigdes secundarias.
O fato de que num conjunto maior de variaveis um valor estacionario corresponde a um
sistema né&o particular parece desprovido de significado econémico. Ver BIRKHOFF, G. D.
Dinamical Systems. Nova York, 1927, pp. 33-34.
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Como vimos, ndo é suficiente que nossas equagdes de equilibrio
possam ser expressas como derivadas parciais de alguma funcéo. A
fim de podermos obter teoremas definidos, é desejavel que essa fungao
esteja a um maximo ou minimo regular. Isso exige que certas formas
quadraticas sejam definidas, negativas ou positivas. Assim, para um
maximo.

n n
z z fihih; < 0, nemtodosos h, = 0. (134)
1 1
Como estda mostrado no Apéndice A, se¢do Ill, isso exige que as se-
guintes desigualdades ocorram.
a
0 11 f12 fl3
1fil <O H,ll f12[|> O, O foo fzs O< 0 etc. (135)

Ofa fzg 31 fa fa E

Para um minimo regular, esses determinantes séo todos positivos. Pode-
se demonstrar facilmente que qualquer deles é equivalente as seguintes
condigdes.

o A AO
il )\D ij ik
%__ :'EEI > 0 %‘ji 1 AxQ> O etc (136)
u 0 %\ki )‘kj 1 E

onde i, j e k sdo todos diferentes. Isso prova que ndo é importante que
0 nosso seja um problema de maximo ou minimo, mas somente que
seja de um ou de outro.

Como exemplo de um problema que pode ser convertido artifi-
cialmente em um problema de maximo equivalente, tomemos um nu-
mero de firmas independentes comprando as mesmas espécies de ser-
vicos produtivos em mercados de concorréncia perfeita.26 A demanda
de qualquer firma pelos fatores de producé@o pode ser escrita

U =Py, oy Pr), (=1, ..., 1) (137)

onde (v, ..., U,) representa respectivamente as quantidades de n fa-
tores de producédo e (py, ---, Pn) Seus pregos respectivos. Pode-se de-
monstrar que

26 HOTELLING, H. “Edgewarth’s Taxation Paradox and the Nature of Demand and Supply
Functions”. In: Journal of Political Economy. XL, 1932. pp. 577-616. COURT, L. “Invariable
Classical Stability of Entrepreneurial Demand and Supply Functions”. In: Quarterly Journal
of Economics. LVI, 1941, pp. 134-144. ROY, R. De I'ttilité, Contribution a la Théorie des
Choix. Paris, 1942.
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0u; _ v
~— = . 138
ap; ap; (138)

Onde somamos as demandas individuais e usamos letras maiusculas
para os valores totais demandados.

Vi = ZUi = Ri(pll SRt pn)l (I = l, Ty n) (139)
Conforme (138)

OR' _ ORI
= . 140
op, = op, (140)
Existe, portanto, uma funcéo
Z = R(Py, s Pr) — (V1P1 + Vopy + .o + Vipy), (141)
onde
oR . .
op, = RPu P (= 1), (142)

As condicdes de equilibrio representadas pelas fungdes gerais de
demanda (139) sdo, portanto, equivalentes as que sdo deduzidas da
condicdo de que Z esteja no maximo com relagdo aos p, isto é,

0Z _ oy o= _
op - R-Vi=o (i=1,..n) (143)
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CAPiTULO IV

Uma Reformulacdo Abrangente da
Teoria do Custo e da Producao

A teoria econémica conforme é ensinada nos manuais tem fre-
guentemente apresentado a tendéncia a se tornar segmentada em com-
partimentos frouxamente integrados, tais como producdo, valor e dis-
tribuicdo. Existem, sem duvida, vantagens pedagdgicas nesse trata-
mento; contudo, algo da unidade e da interdependéncia essenciais das
forcas econdmicas se perde ao se agir assim. Um bom exemplo é o
postulado convencional de uma curva de custo para cada firma e o
calculo de sua produgao 6tima com relagdo a suas condigdes de demanda.
S6 mais tarde é analisado o problema da compra dos fatores de producéo
pela firma, e muitas vezes sua ligagdo com 0s processos anteriores nao
é claramente estabelecida.

Gostaria aqui de investigar, do ponto de vista dos capitulos an-
teriores, as curvas de custo da firma, conforme sdo geralmente apre-
sentadas, e a funcéo de producéo representando as relagdes técnicas
entre insumos e produgdo que estdo por tras dela, além de mostrar
claramente sua relevancia para o problema da determinacdo da pro-
ducdo 6tima. Em particular, tentarei estabelecer todos os possiveis
teoremas operacionalmente significativos. Veremos que muito do que
se diz aqui é valido, ndo importa qual seja a elasticidade da curva
de demanda da firma, isto é, tanto em condi¢des de concorréncia
“imperfeita” como “perfeita”. Empregando-se uma nota¢do adequada,
é possivel — de um ponto de vista puramente técnico — analisar
0 caso de qualquer numero de fatores de producdo tdo facilmente
guanto um ou dois.

Enunciado de problemas

No comeco ignora-se completamente o lado da receita da firma.
Tomamos como dada por consideragdes técnicas a quantidade maxima
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de produgdo, X, que pode ser produzida com qualquer conjunto dado
de insumos (v4, ..., V,). Esse elenco de possibilidades é a funcéo de
producéo e pode ser escrito

X = 0y, ..., Up).

Em geral, havera uma produgdo maxima para cada conjunto de insu-
mos, de modo que essa funcéo é univoca, e suporemos que inicialmente
ela tem derivadas parciais continuas da ordem desejada. Ademais, ne-
nhum valor da produtividade fisica marginal pode ser negativo; se o
fosse, a producéo ndo seria maxima, ja que poderia ser melhorada com
0 mesmo conjunto de fatores deixando-se alguns deles ociosos. A des-
peito dessa consideracéo, na regido relevante sob analise teremos

¢; 20 (i=1,..n) @
onde, por convengdo de notacdo, ¢; = gT))( = (grau de) produtividade
fisica marginal. De maneira semelhante, definimos
_ 0%
by = dV;0v;

Pressupde-se também que cada firma seja pequena relativamente
ao mercado de cada insumo, de forma que quantidades ilimitadas de cada
um deles possam ser compradas aos precos respectivos (W, ..., W)

Para fins de definicdo, o custo total da firma pode ser escrito
como sendo a soma dos custos de cada item de insumo e todos os
outros custos que independem da compra dos insumos e da producdo
estipuladas, isto é,

n

C:A+ZWiui, ©))
1

onde A representa 0s custos que ndo variam com a producdo e 0s
insumos estipulados (impostos etc.) E claro que essas despesas fixas
podem ser iguais a zero.

Um rapido exame do nosso campo, apenas por intuicdo econdmica,
nos auxiliara a enunciar os problemas a serem investigados, apds o
que a analise matematica podera ser empregada para a estipulagéo
das condigdes impostas a nossas varias fungdes. Nosso objetivo é deduzir
0 custo total para cada valor de produgdo. Mais precisamente, com
dados precos de fatores produtivos e com dada fungdo de producéo,
estamos interessados em derivar o custo minimo para cada valor da
produc¢do. Isso serd uma fungdo assim:

C=A+ V(X Wy ..., W) (4)
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Se consideramos constantes os precos dos fatores produtivos, a
relacdo resultante entre C e x serd a curva de custo total costumeira,
da qual se podem derivar as curvas de custo médio e de custo marginal.

Surge aqui uma questdo quanto a relacéo entre (3) e (4). E claro
gue a mesma producéo pode ser obtida mediante uma infinidade de com-
binacbes de fatores produtivos, de forma que na auséncia de outras con-
sideragbes & impossivel determinar o custo total unicamente por cada
valor de producédo. Em vista da consideragdo de que o custo total para
cada valor de produgdo tem que ser minimo, desaparece nossa indeter-
minag¢do. Do conjunto de todas as possiveis combinagdes de insumos que
irdo resultar num dado valor de producdo, sera selecionada aquela com-
binacdo que minimizar o custo total definido por (3). Em outras palavras,
com dados pregos dos fatores produtivos e para uma producdo preesta-
belecida, ha um valor 6timo para cada fator produtivo, isto é,

0= W W) (2, ©)

Por substituicdo na igualdade (3), temos

C=A+ z Wi fi(X, Wll "'an) = A+ V(X, Wll "'an)' (6)
1

Dessa forma, é revelada a relagéo entre (3) e (4).

Conta-se entre os propositos deste livro o de investigar as pro-
priedades das funcdes (4) e (5). E verdade que a Economia teérica ndo
lida com formas particulares de fung¢des (por exemplo, as polinomiais
etc). Contudo, essa disciplina se preocupa com o carater geral de varias
funcdes; isto é, suas inclinagdes, sua curvatura etc. Neste caso estamos
interessados nas seguintes propriedades dessas fungdes:

ac oc oc  oC @
ox  0x2  Ow; Oxaw;
isto é, como os custos totais € marginais sdo afetados por variagdes
da producéo ou dos pregos dos servicos produtivos? De que propriedades
da fungdo de producéo isso depende?

Também estamos interessados em

ou; 0du; ;.
ow;,  ow; ox

(8)

isto é, qual é a reagdo da demanda de um servico produtivo a uma
variagéo de seu proprio preco? A uma variacdo de outro preco? A uma
variagdo da producdo?

Trata-se de questdes tedricas obviamente importantes e mesmo
assim — é bem curioso — as respostas a algumas delas ndo parecem
estar nas obras existentes. Na proxima secdo elas serdo estudadas
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matematicamente e os resultados serdo resumidos. Veremos que, se-
gundo pressupostos bem gerais, o conhecimento dos sinais desses quo-
cientes diferenciais nos dara o sentido da variagdo ndo s6 com relagéo
a movimentos finitos suficientemente pequenos como também a movi-
mentos finitos de qualquer grandeza.

Condicgdes de equilibrio

Até aqui temos empregado apenas a notagdo matematica. Assim
fazendo, o problema tem sido expresso claramente, 0 que em muitos
problemas econémicos é mais que meio caminho andado. Resta agora
estabelecer as consequiéncias de (4) e (5) a partir de (1) e (3).

Nosso problema é minimizar

n

C:A+ZWiui 9)
1

tendo em vista que

¢4, ..., = X = constante. (20)

Matematicamente, isso € um problema de minimo restrito e podemos
nos servir do método dos multiplicadores (indeterminados) de Lagrange.
Definimos uma nova fungao

n

G=A+ z Wi — )\[q)(ull ] Un) - ﬂl (11)
1

onde (—A) é um multiplicador lagrangeano, cuja interpretagdo econo-
mica veremos depois. G pode ser considerado como fun¢do de todos os
insumos tomados como variaveis independentes. E necessario, para
um minimo relativo adequado, que

aT)i=o=wi_>\¢i. (i=1,..n) (12)

Essas equacdes podem ser reescritas assim

1o b (13)
Aowow, Wi,

Este é o conhecido teorema econémico segundo o qual, para que
0s custos totais estejam no minimo para qualquer produgdo dada, a
produtividade marginal do uGltimo doélar (1/A) tem que ser igual em
todos os casos. Inversamente, pode-se afirmar que a produtividade fisica
marginal de qualquer fator tem que ser proporcional ao prego ao qual
pode ser adquirida, constituindo o termo A%7 o fator de proporcionali-
dade. Notar-se-a que essa condi¢do independe da curva de receita da

86



SAMUELSON

firma e tem que se verificar em todos os pontos da curva do custo, hdo
apenas no ponto final de producéo 6tima.

Desde que sejam validas certas condi¢es secundarias que dis-
cutiremos oportunamente, as n equagdes (12) e a equagdo Unica (10)
sdo suficientes para determinar todos os valores de nossas (n + 1)
incégnitas (uy, ..., U, A) em funcéo de x e dos precos de fatores (wj, ...,
w,,) considerados como parametros. Conseqientemente, nossas equa-
¢Oes (5) sdo definidas de forma implicita por essas condi¢ées de minimo.

Pode-se questionar a vantagem apresentada por essa formulagéo.
Aparentemente colocamos um enunciado indireto de nossas condi¢des
finais em lugar de um direto. Mas, se isso é caracteristico de toda
teoria econdmica sa, estamos tentando deduzir as consequéncias de
nossos dados hipotéticos e sabemos (por hipdtese) muito sobre as fun-
¢cbes (12). Simplesmente enunciar as relagbes em (4) e (5) é formal e
vazio. Por meio de (12) podemos impor restri¢cdes positivas sobre elas
e conhecer suas propriedades gerais.

Resta agora o problema puramente matematico de traduzir nos-
sas hipoteses em termos das funcdes (4) e (5) e calcular suas respectivas
derivadas parciais estipuladas em (7) e (8).

Condicdes secundarias para um valor extremo

Para isso temos primeiro que expor tudo o que sabemos sobre
as condicles definidas nas equagdes (12), em particular as condigdes
secundarias necessérias e suficientes para um minimo restrito relativo
conveniente. E claro que para que o custo total seja minimo para um
valor preestabelecido de x, o lugar geométrico de todos os insumos
possiveis exigidos por aquela quantidade preestabelecida (superficie
“isoquanta”) tem que ser tangente ao lugar geométrico de todos os
insumos possiveis que resultam no mesmo custo total (plano “isocusto”).
Mas é claro que isso ndo é suficiente. As superficies isoquantas tém
também que ser convexas a origem, em todas as dire¢des, para que
seu contato com o plano isocusto represente um verdadeiro minimo
apropriado. A analogia com a teoria da preferéncia do consumidor é
inevitavel. Isso fica ainda mais claro se enunciarmos o problema néo
como sendo o0 da minimizagao do custo total para uma producéo prees-
tabelecida, mas na forma equivalente da maximizagdo da producéo
para um valor qualquer preestabelecido do dispéndio total.

Matematicamente, nossas condi¢des secundarias séo

z z b &i & <0, (14)
T 1
para

27 Depois serd demonstrado que A é igual ao custo marginal, isto é, dC/0x.
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n

z ¢i& = 0,
1

nem todos
Ei = 0

Tomemos o determinante orlado

D1)11 ¢12 q)ln ¢1D
B2 02 o o 025

Og 0O O od
- |
D=Ebu%'[|=g[l ad ad [IE (15)
09 O O 0o 0o od
| a
D1)nl ¢n2 q)nn q)ng
. ¢ . ¢, OF

e 0S respectivos subdeterminantes principais

D1)11 ¢12 ¢l3 ¢1D

Dbll b1 6100
D12 = [11)21 22 ¢2§: Dia3 = @?; $§z $§2 $§§ etc. (16)
$: 02 0F B, 6, 65 0

E bem sabido?® que a inequagdo (14) implica que qualquer sub-
determinante da ordem m tem que ter o sinal de (-1) m-1 e recipro-
camente, isto é,

Lm-1D2 .. m-1 >0, Mmsn+1) @17
Especificamente,
bid2 — 2050id; + 002 < O; etc. (i # )

Notar-se-4 que essa condi¢do necessariamente nédo implica ou exige
que se aplique a lei da produtividade fisica marginal decrescente.2?

As condicdes secundarias ndo sdo sempre mencionadas nas obras
disponiveis. Ndo é por motivos de elegancia ou de perfeicdo que elas
aparecem aqui e sim porque elas séo completamente relevantes para

0 problema em debate, uma vez que é delas que todos 0S nossos re-
sultados dependem.

28 Comparar com HOTELLING, H. “Demand Functions with Limited Budgets”. In: Econo-
metrica. Janeiro de 1935. pp. 66-78.

29 Estou supondo que essas condigdes secundarias sejam validas ndo apenas no ponto minimo,
mas em toda parte. Matematicamente, isso nos assegura a unicidade de nosso equilibrio, uma
vez que essa suposicdo mais forte inequivocamente elimina os minimos relativos multiplos.
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Deslocamento do equilibrio

Agora é possivel obter em forma sintética as taxas de variagéo
de nossas variaveis dependentes (v, ..., U,) com relagdo as variacoes
de (X, wy, ..., w,). O leitor que néo estiver interessado na derivagdo
matematica dessas condi¢des deve procurar o sumario de resultados
que aparece no final desta sec¢do. Primeiramente escrevemos a dife-
rencial total de nossas equacdes de equilibrio (12) e (10).

z ¢|j dUJ + % d)\ = d;\Ni, (I =1, ey n) (18)
1

Essas sdo (n + 1) equagdes lineares com (n + 1) incégnitas
(duy, ..., du,, dA) e podem ser resolvidas em notagéo de determinantes
como segue:

o dw,
z h Dy + dxA, 4k
1
du, = A : (19)
onde
)
D11 G1 - Pun
)
R
o 0O 0
A= il ﬁog = (20)
o A O

bnl ¢n2 q)nn 7
by ¢ ... ¢, O

O

O

O

O O
OOOOOOOO0O0OO0OOO0OOO0OO0Ocd—

[ e
O
O
O
O

e A, € o cofator do elemento na r-ésima coluna e na g-ésima linha.
lgualmente,
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n
dw;
z )\ Ai, n+1 + dXAn+l,n+l
_ 1
d\ = A
Consequientemente,
0 _ B¢
ow; A
Como caso especial,
v _ D
ow, M
Igualmente,
% - An+1, k
0x A
e
ﬂ - Ak, n+l
ow, M
@ - An+l, n+1 .
0x A

Ap6s um exame do determinante A, fica claro que

A = % D-
Igualmente
Ajk“%Djszkj’ G, k=1,..,n)
O ni = Dy = M, G=1,...n)
e

An+l, N+l — Dn+l, n+l °
Portanto, a partir de (28)

0V _ 0

ow,  ow,
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Quer dizer, a variagdo do k-ésimo fator com relagédo a variacéo
do j-ésimo preco, mantendo-se constante a producao, tem que ser igual
a variacgao do j-ésimo fator com relacédo ao k-ésimo preco, mantendo-se
constante a produgao, resultado esse que ndo é intuitivamente 6bvio.

A partir de (27) e (28)

Bk _ Di
A-D (32)
Mas a partir de nossas condicbes de estabilidade em (17)
Dji -
— <0 G=1,..,n) (33)
D
Portanto,
9y <0 j=1 34
3w <O (=1 ...n) (34)

Isto é, qualquer valor fixado da produgéo serd sempre obtido com uma
quantidade menor de qualquer fator dado a medida que seu respectivo
preco sobe, e desde que os outros ndo sofram variacdo. Pela lei da
média pode-se demonstrar que isso é valido para variacoes finitas.

Determinemos agora o significado econémico de A. Reescrevendo
a equacao (11)

n

G =A+ z W;U; — )\[¢(U1: T Un) - ﬂ'

1
e diferenciando G, que é o custo total com um termo adicionado, obtemos

G
ox = A

Isso sugere que A pode ser o custo marginal, e pode ser provado rigo-
rosamente de dois modos. Naturalmente,

dc = z nw;du; - (35)
1

dx = z d;du; - (36)
1

Dividindo (35) por (36), obtemos
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n

z w;du;

oC _ 71
ox ~n (37)
z bidy;
1
Substituindo conforme (12),
n
s > Abidy,
T T T AW W) (38)
z $;du;
1
De forma mais rigorosa, a prova é a seguinte:
n
ac _ i
ox Z Wi ax (39)
Substituindo a partir de (24),
n n
a£ _ An+1,i _ An+1,i
aX—ZWi A —)‘Z‘biA' (40)
Mas desenvolvendo A segundo os elementos da Ultima linha,
n
A= z bilnsgi - (41)
1
Consequientemente,
C _, b _
ax - A AC A (42)
Portanto, podemos reescrever (12) como segue:
oC
Wi = ax ;. (43)

Assim, podemos enunciar como teorema que a fim de que os
custos totais estejam no minimo para qualquer valor dado da producéo,
o0 preco de cada fator tem necessariamente que ser igual a produtividade
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fisica marginal multiplicada pelo custo marginal.3° Essa condicdo é
valida independentemente de consideragdes quanto a renda.
Naturalmente,

oA _ &C

ox  oxz (44)
e

O\ _ 92C

owy,  OxXOw, (45)
Conforme (24), (25) e (29),

0N _ Ou

ow,  ox (46)
ou

92C  _ 9,

axow, — 0x 47

Ou seja, a variacdo de qualquer insumo, com relagdo a um in-
cremento na producdo, tem necessariamente que ser igual a variagéo
do custo marginal com relagdo a uma variagao do preco desse insumo.

Lembremo-nos que, conforme (26),

ON _ 2C _ Bon,nn
ox  ox2 A (48)
Ora, sabemos a partir de (17) e (27) que A tem o sinal de (- 1)n. Da
mesma forma,

D1)11 q)lng
H1 0
i
Bos mr = 1] OH=H, (49)
od
0
Ebnl q)nng

onde H é chamado o determinante hessiano da funcédo de produgao.
Obviamente, portanto, a inclinacdo da curva do custo marginal tem
necessariamente que ter sinal igual ou oposto ao desse hessiano, de-
pendendo de o nimero de insumos ser par ou impar, isto é,

30 Isso foi apontado, com relacdo a outro assunto, em conferéncias do Prof. Viner, com pene-
tragdo esclarecedora da relagdo entre as margens externa e interna e a ampla zona de
indiferenca como substituta das quantidades infinitesimais. Paradoxalmente, essa é a con-
dicdo basica do famoso teorema envelope do Sr. Wong!
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02C
(-1 H ox2 > 0. (50)
Assim, a estabilidade de concorréncia pura esta intimamente li-
gada ao determinante hessiano da funcéo de producéo, resultado esse
que ndo é intuitivamente o6bvio.
Eu gostaria também de indicar certos outros resultados, deixando
porém, ao leitor interessado, seu calculo rigoroso. Tomemos a equagao

®).

Ui:fi (X, Wiy, "'an)' (i=l,...,n)
Essas funcbes sé&o definidas por (10) e (12),

X = 00y, -y Up)

w; — )\4)' = 0. (i = 1, vy n)
A equacdo (12) pode ser reescrita da seguinte forma:

LI (i=2 .., n) 1)
b, wy

Obviamente, a variacdo de todos 0s pre¢os ha mesma proporcao
nado alterara a solugdo de (51); consequentemente, as fungdes (5) tém
necessariamente que ser homogéneas e de grau zero com relagédo as
variaveis (w,, ..., w,), X mantendo-se constante, isto &,

Ui = fl(X, Wlx "'an) = fl(X, Wle seey an)l (I = ll T n) (52)
onde y é arbitrario. Portanto, conforme o teorema de Euler sobre as

funcdes homogéneas,

n a )
0= Z w; 0\?vlj (i=1,..,n). (53)

Essa expressdo pode ser verificada por substituicdo dos fatores a
partir de (22).
Por raciocinio analogo,

C=A+Y w = (54)

onde
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acC
ow;

= U (55)

De fato, conforme as consideracdes do capitulo anterior, é possivel
deduzir uma condi¢cdo mais geral que inclua (34) como caso menor. A
minimiza¢do do total das despesas para uma dada producéo, o preco
sendo fixo, implica as equagdes (10) e (12). Além disso, para um minimo
regular devemos ter3!

n n an
zzaw &i& <0 (56)
1 1 ]
ndo sendo todos os §; proporcionais a w;. Tomemos 0s determinantes
G_M_O_DODUiS (57)
oWy, ..., W) Wi
e
oo, 0u, [
o(uy, L G| 0(Ly, Uy, L
Gu, (U1, U,) _ cow, W, [] (U1, Uy, U3) - etc. (58)

Coo(wy, W) EI& &E 237 a(wy, wy, Wy)
How,  ow,
Entdo todos os subdeterminantes principais desse tipo, da ordem m

(m < n), tm necessariamente que ser negativos ou positivos, depen-
dendo de m ser impar ou par, isto &,

(= 1)"Gy2-m > 0. Gppy =G =0. (59)

De modo especifico,
W, o ol .
ow, <% ow ow, T Bw 3 T O (60)

Seré& conveniente fazer um sumario dos resultados desta secéo:

99 <0 UL > 0; etc. (34) e (59)
ow; a(w;, Owy)
v _ 0v; (31)
ow;  ow,

31 Comparar o capitulo Ill, p. 31, e cap. V, pp. 106-109.
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a?(jaSvj - %’ (47)

Wi = g = ?TS Gi (i=1.,n (12) e (42
(-1 H %273 <0, (50)

é g\:,J w; =0, (i=1,..n) (53)
ch\ii = Ui (55)
C:A+§wigwci- (54)

Minimos de fronteira

Mesmo no caso em que a funcdo de produgdo e suas derivadas
sdo continuas, com a convexidade adequada para assegurar uma posi¢ao
6tima univocamente determinada, pode surgir um caso interessante,
onde algum fator pode néo ser absolutamente usado. Quer dizer, quanto
mais os outros fatores forem empregados e quanto menos ele o for,
menores serdo os custos para qualquer valor dado da producédo. Nesse
caso, as condigdes de equilibrio ndo exigem a equalizagdo da produti-
vidade marginal do Ultimo délar gasto naquele fator a do dltimo délar
empregado nos outros fatores. Ao contrario, teremos um minimo limite,
devido ao fato de que valores negativos ndo sdo economicamente ad-
missiveis. Consequientemente, as condic¢des de equilibrio sdo dadas pelo
postulado segundo o qual, para qualquer insumo, potencialmente uti-
lizavel, mas n&o de fato utilizado, a produtividade marginal do ultimo
délar gasto naquele insumo tem necessariamente que ndo ser maior que
a produtividade marginal do Gltimo délar gasto nos fatores usados.32

Matematicamente,

w =3 (61)

onde o u-ésimo fator ndo é realmente usado.
A medida que o preco w, varia, o fator pode ainda permanecer

32 Existe uma interessante discussdo de um sistema de equilibrio exatamente analogo no
famoso artigo de GIBBS, J. Willard. “The Equilibrium of Heterogeneons Substance”. In:
Collected Papers. I, pp. 55-349.
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sem ser usado até um nivel critico ao qual ele comecara a ser utilizado;
a partir dai caira na analise da sec&o anterior. E claro que o nivel critico
pode muito bem depender da escala das operagoes, isto é, do valor da
producéo, de forma que com 0 mesmo preco o fator pode ainda ser utilizado
gragas a um incremento da produc&o.33

A funcéo de demanda para tal fator de producéo tera as proprie-
dades seguintes:

Uu = fu (X, Wul Wll ey Wn)l (62)
v, L. .
ow = 0 em algum dominio definido por W (X, W,, Wy, ..., W) < 0, (63)
v, L. .
w. - 0 em algum dominio definido por g (X, wy, Wy, ..., W,) > 0, (64)

onde | é construido de maneira tal a representar o lugar geométrico
de todos os pontos criticos descritos acima.

Descontinuidades na fung¢do de producao

Eu gostaria, neste ponto, de abandonar a hipétese de que a fungao
de producéo é necessariamente continua e com derivadas parciais con-
tinuas em todos os pontos. Essa suposi¢do tem sido contestada por
muitos economistas, que tém alegado que os coeficientes de produgao
sdo fixados tecnicamente, que alguns fatores sdo “limitantes”, alguns
fatores de producdo “tém necessariamente” que ser usados em certas
propor¢des conjuntas etc. Essas descontinuidades, se forem verdadeiras
no mundo real, oferecem — segundo muitos economistas — sérios pro-
blemas para a analise da distribuicéo e para a determinacéo dos precos
dos fatores de producéo.

Procuraremos demonstrar aqui que o fato da descontinuidade
nao oferece problemas para a firma — ao contrario, sua tarefa é muito
facilitada. Como obiter dictum, afirmo que ela tampouco oferece par-
ticular dificuldade a andlise do problema mais amplo da determinagao
dos pregos dos fatores de produgdo com os quais cada firma ira se
defrontar. Como anteriormente, esses precos deverdo ser determinados
pela analise do equilibrio geral da oferta e da demanda.34

33 Sugere-se uma analogia com o caso de artigos que ndo entram no orcamento do consumidor
até que a renda aumente ou o preco relativo desses artigos baixe até niveis criticos. Note-se
que o fendbmeno aqui descrito pode ocorrer apesar de haver uma produtividade fisica marginal
crescente, da mesma forma como o caso do orcamento n&o restringe o comportamento da
utilidade marginal. Pode ser matematicamente provado que esse resultado independe do ndimero
cardinal que mede o produto (utilidade). Outra analogia se da com a doutrina classica do custo
comparado — segundo a qual um pais se especializa completamente em uma mercadoria; o
equilibrio é definido por uma certa desigualdade entre precos e custos marginais.

34 E possivel que dentro de uma faixa estreita o prego seja indeterminado devido, em casos
especiais, a coincidéncia de inelasticidade entre a oferta e a demanda.
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Como anteriormente, temos uma func¢éo de produgao relacionando
a produgdo maxima a qualquer conjunto dado de insumos:

X = 0V, ...y Up). (65)

Precisamente como foi indicado na primeira se¢do, essa func¢do tem
que ser univoca. Contudo, ndo tem necessariamente que ser continua
nem ter derivadas parciais em todos os pontos. Para que ndo haja
contradicdo com relacdo a nossa definicdo de produgdo como maxima,
temos necessariamente que ter

Ap = 0, para Av; = 0. (i=1,..,n) (66)

Isto é, a medida que aumentamos todos os fatores juntos, a pro-
ducéo ndo pode diminuir, ja que de outra forma o produto ndo seria
maximo na posi¢do seguinte.

Para ser preciso, suponho que ao longo de uma superficie iso-
quanta a funcao de producdo contém apenas um numero finito de pontos
que nao possuem derivadas parciais continuas. Num ponto de descon-
tinuidade, supde-se que existem derivadas parciais tanto a esquerda
como a direita. E claro que num ponto de descontinuidade néo existe
um plano tangente a isoquanta univocamente definido, mas pode-se
encontrar co-senos diretores limitativos para todos os planos que tocam
mas cortam a superficie isoquanta. Supde-se também que as isoquantas
sejam de “concavidade Unica”, que definiremos mais tarde. A fungao
de producéo definida dessa forma é suficientemente geral para abranger
o0 caso dos coeficientes fixos de produgao, fatores “perfeitamente com-
plementares”, fatores limitativos etc.

Nota-se que todos os insumos devem ser considerados variaveis
independentes. Nunca é verdadeiro que eles tém que ser usados em
proporcdes fixas. E verdade que pode n&o ser lucrativo proceder assim,
mas isso resulta de calculo econémico. Mesmo no caso continuo, com
certos dados econdmicos, os fatores tém necessariamente (consideran-
do-se a lucratividade) que ser usados afinal em dadas proporcdes e em
determinadas quantidades para cada valor da produgéo. A Unica dife-
renga entre esses casos é que no caso descontinuo o ponto 6timo exigido
pode ser mais evidente e menos sensivel a variagdes nos precos de
todos os fatores de produc¢do. Entenda-se que nédo estou subestimando
a descontinuidade. Ao contrario, quero delinear um método que servira
para ambos 0s casos.

Supde-se que ao longo de uma superficie isoquanta temos uma con-
vexidade conforme iremos descrever mais adiante. Tomemos qualquer
ponto sobre uma isoquanta (v,1, ..., u,1). Tém necessariamente que existir
constante (0,1, ..., a,1), (ndo necessariamente Unicas) tais que
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z a;1v;2 — v; 1) = 0, (67)
1

onde (v,2, ..., U,2) é qualquer outro ponto ao longo da mesma isoquanta.
Isso simplesmente exprime que existe um ou mais planos tangentes
a cada ponto, planos esses que tocam mas que nunca cruzam a iso-
guanta. De modo semelhante, no segundo ponto existem constantes
(042, ..., 0,2), tais que

n

z a2 (Uit = v?) =2 0, (68)

1

ou
n
- z a2 (U2 = ut) 2 0. (69)
1
Somando-se (69) e (67) e trocando-se o sinal, obtemos
n
z (02 — oi)(u2 — vit) < 0. (70)
1

Uma vez que esses dois pontos sdo arbitrarios, tomando-se um
deles como fixo, digamos (v,°, ..., v,.9), temos necessariamente que ter
ao longo de uma isoquanta

n

z a0y, = 0 (71)
1

para

$(0,0, ..., 0,0) = 6,0 + Avy, .., 0,0 + Av,),

n

z Aa; Av; < 0. (72)
1

De fato, pode-se verificar que as condicdes necessarias e suficien-
tes impostas a (a,9, ..., a,0) para que (71) seja valido s&o as desigual-
dades seguintes:
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o a0 _ ot
OPE o U P

(73)

onde ¢;- e ¢;S sdo respectivamente a maior e a menor das derivadas
a esquerda e a direita do ponto dado. A todo ponto onde ndo ha des-
continuidade, as derivadas da direita e da esquerda sdo iguais; con-
sequientemente, a desigualdade converge para a igualdade:

LP _ q)i(Uiol ey Uno)

a,0 - $1(01°, .-y ULO) . (74)

Tudo o que foi dito acima sdo simplesmente elaboracfes da de-
finicdo de concavidade. Falta demonstrar sua relacdo com o problema
em foco.

Condicdes de equilibrio

Suponhamos que nos seja dado um conjunto de precos (w,°, ..., w,0)
ao qual corresponde uma combinagao de fatores (v,0, ..., V%) que minimiza

o0 custo total para uma dada produgdo. Como definicdo de nosso minimo
AC 20 (75)
para

Ax = 0, Av; 2 0.

Em outros termos, para qualquer ponto (v, ..., U,) ao longo da mesma
isoguanta temos necessariamente que ter

z wu; = z w;0U;0 (76)
1 1
para
O(Ug, s V) = B(V,0, ..., VD),
ou
z wo Au; = 0 (77)
1
para

000 + Avy, -, 00+ ALY = G(VO, -, ULO).

100



SAMUELSON

Segundo (73), obviamente isso implica
;S < w;0 < ¢i".
b5 7 w0 T ¢S
No caso em que o ponto méaximo for aquele em que existem derivadas
continuas, temos as condi¢des da sec¢do anterior,

bi _ w

by w0

(78)

(79)

Assim, a condicdo (78) constitui a condicdo geral em que se inclui (79)
como caso especial.

Ademais, ainda é possivel impor restrigdes precisas sobre as fun-
¢Bes de demanda para os fatores de producéo, sendo o valor da producédo
constante. Como anteriormente,

UiO = fi (X, Wlol Ty Wno)l (80)
ou
Av; = fix, w0 + Awy, ..., W0 + Aw,) — v°. (81)
Conforme (72), temos
n
z Aw; Av; < 0 (82)
1
para
Ax = 0.

Suponhamos que somente o preco do k-ésimo fator varie. Entéo
(82) se torna

Aw, Au, < 0. (83)

Isto &, um incremento no preco de um fator ndo pode resultar num
incremento de sua utilizacdo. Da mesma forma, uma reducéo de seu
preco ndo pode resultar numa diminuicdo de sua utilizagdo. De modo
ainda mais geral, pode-se afirmar que uma variacdo no preco de um
numero qualquer de fatores ndo pode resultar numa variacdo no mesmo
sentido nas quantidades de todos os fatores, isto é:

z Aw;Ay; < 0, (r <n (84)
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se todos os Aw; =0, nem todos os Au; > 0; da mesma forma, se todos
0s Aw; < 0 isso ndo implica que todos os Av; <0 .

Grau de determinacédo do equilibrio

Estéa claro que nosso custo minimo é determinado sem ambigii-
dade mesmo em caso de descontinuidade. A tarefa da firma fica faci-
litada porque a penalidade por ndo estar no ponto minimo é maior e
mais 6bvia. Manter-se no topo de uma colina de inclinagédo suave exige
equilibrio e critério delicados. Encontrar um maximo que seja a crista
de uma curva é muito mais facil. Ademais, tal equilibrio é extrema-
mente estavel. As vezes é chamado mesmo “equilibrio estavel demais”.
Para desloca-lo pode ser necessaria uma variacdo muito grande dos
precos. No caso limitativo, onde o incremento de cada fator em pro-
por¢do superior a 6tima resulta em incremento nulo do produto, o
preco do fator pode flutuar de zero ao infinito, sem modificar as pro-
porcdes dos fatores empregados para cada valor da producédo. Mesmo
assim, o problema é completamente determinado.

E curioso ver a confusfo ldgica na qual muitos economistas se
deixaram cair. O objetivo precipuo da analise econdmica é explicar
uma posicdo de minimo (ou de maximo) onde ndo compense provar
um movimento finito em qualquer dire¢cdo. No caso em que todas as
fungdes séo continuas, é possivel — como meio visando a esse fim —
estabelecer certas igualdades com coeficientes diferenciais que asse-
guraréo (juntamente com condicdes secundarias adequadas) a validade
de certas desigualdades para movimentos finitos. N&o constitui exagero
dizer-se que a andlise infinitesimal foi desenvolvida exatamente com
tais aplicag@es finitas em vista. Infelizmente, os meios confundiram-se
com os fins, de forma que continuamente se procuram convengdes e
artificios que permitam estabelecer equivaléncias marginais. Um bom
exemplo disso é a produtividade liquida marginal de Marshall. E apenas
no caso singular em que a fun¢do de producdo é diferenciavel (isto é,
possui certas propriedades de continuidade) numa certa direcdo (isto
é, para certos movimentos compostos) que é possivel empregar esse
recurso; por outro lado, as desigualdades da condi¢do (78) sempre for-
necem condic¢Bes necessarias e suficientes e abrangem as relagdes de
produtividade liquida marginal sempre que elas forem aplicaveis.35

Apesar do equilibrio ser determinado para a firma tomada indi-
vidualmente, defrontando-se com os precos dos fatores de producéo,

35 Um exemplo de outro uso impréprio das curvas da produtividade liquida marginal é o do
tratamento a elas dispensado por ROBINSON. The Economics of Imperfect Competition.
London, Macmillan, 1933. cap. XX. Matematicamente, o raciocinio é circular, as chamadas
curvas de demanda deslocam-se com variagdes do preco de um fator! Isso deriva do fato
de que elas sdo tracadas a partir de quantidades apropriadas dos outros fatores. Essas
quantidades apropriadas sdo necessariamente funcdo dos pregos de todos os fatores de
producéo.
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as descontinuidades da funcéo de producdo podem trazer algumas di-
ficuldades para problema do equilibrio geral, por meio do qual todas
as firmas e individuos, em seu conjunto, por meio da interagdo de suas
demandas e ofertas, determinam os pre¢os com o0s quais cada um deles
se defronta. E que as descontinuidades podem introduzir inelasticidades
perfeitas de demanda em certos dominios; surge a possibilidade, embora
remota, de inelasticidades coincidentes que levam a indeterminacéo
do preco dentro de certos dominios limitados. Isso, contudo, se acha
fora do propésito da presente discussao.

Maximizacédo do lucro

A esta altura chegamos ao ponto em que a maior parte dos debates
comega. Vimos como se faz para encontrar o lugar geométrico das com-
binacbes de fatores que d&o os custos totais mais baixos para cada valor
da produgdo. Contudo, a escala de operagdes, isto é, o nivel de producio
a ser realmente adotado, ainda néo foi determinada. Isso s6 pode ser feito
tendo-se a mao um novo conjunto de consideragdes, das que se relacionam
as condigBes as quais diferentes quantidades da mercadoria podem ser
vendidas. Tomo como dado o valor maximo de renda bruta total que pode
ser obtido para cada nivel da producdo. Isso pode ser escrito

R = R(X).
Definamos o lucro, isto é, a renda liquida, como sendo a diferenca
entre a renda bruta e o total das despesas,
T = T, Wy, ..., W) =R(X) — A — V(X, Wy, ..., W,). (86)
A producdo estara em seu ponto 6timo quando o lucro estiver no ma-

ximo. As condig¢Bes necessarias para isso quando todas as fungdes forem
diferenciaveis sao

ont _ 0R oV _
ax ~ ox  ox 0, (87)

o _ R AV _

X2 T o oaxe (88)

Supondo-se que temos um maximo relativo regular, essas expressoes
se tornam

oR ov
& = &, (89)
PR _ oV (©0)

axe ~ oxz
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Esse é o conhecido teorema segundo o qual, ao nivel 6timo de
producdo, a curva da renda marginal tem necessariamente que cortar
a curva do custo marginal vindo de cima.3®

A funcéo do lucro tendo ou ndo derivadas a cada ponto, nossas
condi¢gBes para um maximo conveniente s&o

Am < 0O, para Ax > 0. (91)
ou
AR _ AC
Ax < Ax’ para  Ax > 0. (92)
AR  AC
Ax < Ax para Ax < 0. (93)

E obvio o senso comum econdmico disso.3”

A equagcao (89) nos da uma relagdo para determinar o valor 6timo
de producéo, x0. Se substituirmos o valor de x° assim obtido, teremos
em (5) um novo conjunto de curvas de demanda para os fatores de
producdo, a partir de uma curva de renda total dada.

v; = fl(xOIWl, ---an) = gi(Wl, ...,Wn). i=1,..n (94)

E possivel obter as posicdes de producdo, insumo etc. de
uma maneira mais direta, tratando todos os insumos como va-
riaveis independentes.

Seja

TV o Vg W, o W) = RO, V)] = A = 5 Wiy, (95)
1
Para um maximo apropriado

36 A famosa controvérsia do custo pode ser interpretada como um debate sobre as implicacdes
dessas condigdes.

37 No caso da concorréncia pura, quando o prego é independente das vendas, essas condi¢des
se tornam

AC AC .
< == e p> ==, respectivamente
P Ax P Ax P

Pode-se também demonsrar que ApAx2, isto é, que um incremento dos precos ndo pode,
coeteris paribus, resultar numa diminuicdo da quantidade ofertada. Conseglientemente, a
curva de oferta da firma néo pode ter inclinacdo negativa.
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R _ s
S b wi=0 (i=1,..n) (96)

T = [Redi; + Rudidil

tém que formar os coeficientes de uma forma quadratica definida
negativa.

Os resultados de (96) sdo decorréncia de (43) e (89), uma vez
que para qualquer valor da producdo o preco do fator deve ser igual
ao produto do custo marginal pela produtividade fisica marginal, en-
quanto para a produgdo 6tima o custo é igual a renda marginal. (96)
nos da n equacdes que podemos resolver com relagdo aos n fatores de
produgdo em funcdo dos n precos, para chegarmos as fungdes de de-
manda de (94).

vi = gi(wy, ..., w,). (i=1, ..,n)
De fato, sabe-se que38

0vi_i_h ©7)
_gJ_T

i
onde T;; é o cofator relativo ao elemento da i-ésima linha e da j-ésima
coluna da matriz T. A partir do carater definido da forma quadrética

acima, segue-se que estes Ultimos devem formar os coeficientes de uma
forma definida negativa, isto é,

ow, < 0; aw, W) > 0 etc. (98)

Indeterminacdo no caso de concorréncia pura?

Se a concorréncia for “pura” nos mercados de bens e de fatores,
e se a fungdo de producdo for homogénea do primeiro grau, entdo
constitui um fato classico que a matriz T — a qual, exceto pelos fatores
de proporcionalidade é, conforme a primeira suposicéo, idéntica ao hes-
siano da fungéo de producdo — é singular. Portanto, é impossivel um
méaximo regular para a firma. Sendo constantes os custos unitarios e
a demanda sendo horizontal, s ha trés possibilidades: sendo o preco
em todos 0s pontos maior que o custo marginal, a firma tera vantagem
expandindo-se indefinidamente, isto é, até que a concorréncia deixe de
ser pura; ou se o prego for menor que o custo marginal, ndo havera

38 Comparar com HOTELLING, H. “Edgewarth’s Taxation Paradox and the Nature of Demand
and Supply Functions”. In: Journal of Political Economy. XL, pp. 577-616.
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producéo ou, finalmente, se o preco for exatamente idéntico ao custo
marginal, sera indiferente o valor exato da producdo da firma. Assim,
0 que era normalmente considerado o caso mais favoravel para a con-
corréncia pura resulta em produgdo indeterminada para cada firma.

Contudo, ndo se deve dar demasiado valor a esse paradoxo. Ape-
sar da producdo de cada firma poder ser indeterminada, a soma delas
podera ser determinada, do mesmo modo que a soma de duas funcoes
descontinuas pode ser continua. Se muitas firmas expandirem sua pro-
ducdo, outras contrairdo a sua; o preco caira ao longo da curva de
demanda do ramo, causando contra¢cdo. Tem sido argumentado, con-
tudo, que a concorréncia desaparecera, uma vez que qualquer das fir-
mas, ndo encontrando obstaculos a sua expanséo, crescera até constituir
uma “parte significativa do mercado” — e nessas condigdes serd capaz
de influenciar o preco de seu produto.

Isso é semelhante ao conhecido argumento segundo o qual se
demonstra que a diminui¢do do custo marginal dentro de uma firma
leva ao monopélio. No entanto, a analogia é falha. A curva de demanda
de qualquer firma é igual a curva de demanda do ramo a que pertence,
menos a curva da oferta das demais firmas j& pertencentes ao ramo
ou potencialmente nele. Nesse caso, € facil demonstrar que para custos
constantes uniformes a curva de demanda para uma firma é horizontal
mesmo se ela produzir 99,9% de tudo o que é vendido. Geometricamente,
a curva da oferta a longo prazo dos rivais em potencial é horizontal,
e a diferenca ponto por ponto das ordenadas correspondentes de duas
curvas horizontais tem necessariamente que dar sempre uma curva
horizontal. Economicamente, se a firma fosse comecar a restringir a
producdo para conseguir lucros monopolisticos, deixaria de vender
99,9% da producédo ou chegaria mesmo a ndo vender nada. Conseqlen-
temente, ela ndo tentaria fazer isso, mas encontraria seu maximo de
vantagem comportando-se como um concorrente puro.

Dessa forma, continua sendo verdadeiro que as hipoteses classicas
subjacentes a concorréncia pura sdo de fato coerentes. N&o foi por
acaso que Walras e Marshall deram tdo pouca aten¢do a firma e tanta
ao ramo da industria. E que dentro das condi¢des mais puras de con-
corréncia, os limites da primeira se tornam vagos e mal definidos,
perdendo também sua importancia, uma vez que por meio das reacgdes
aos precos os fatores de producéo se ajustam nas proporc¢des corretas
e nas quantidades totais certas para o ramo da industria.

Talvez num grau maior do que no caso do custo crescente, 0
ramo estara sujeito a oscilacdo em torno de seu equilibrio. Contudo,
uma vez deslocada, a producdo tendera a retornar ao valor correto, de
modo que se pode dizer que o equilibrio é estavel apesar de parecer
gue um individuo limitado por sua pequenez ndo teria incentivo para
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manter inalterada sua produgdo. Contudo, o mesmo é verdade com
relagdo a situagdo em que o preco do mesmo bem em dois mercados
apenas equilibra os custos de transporte necessarios para transferir
uma unidade do bem de um mercado para o outro. Nenhum operador de
arbitragem tera razdo especial para despachar mais ou menos do que esta
realmente fazendo, nem mesmo para despachar a quantia exata que esta
despachando. Ainda assim, o equilibrio é estavel; se a quantidade certa ndo
fluisse de um mercado para o outro, o diferencial de preco no espaco variaria
de modo a devolver o sistema a sua posicao anterior. Para uma azeitona
infinitamente miope, o fundo do copo de coquetel parece horizontal, e ela
sem duvida se considera em equilibrio indiferente. Na verdade, o equilibrio
é estavel, como qualquer movimento finito demonstrara.

Caso descontinuo

No caso geral em que a funcéo de producéo ndo é necessariamente
diferenciavel, temos ainda para um maximo

Am < 0, para Av; = 0. (99)

Como caso especial disso, para variag¢do de um fator, mantendo-se cons-
tantes todos 0s outros, devemos necessariamente ter

AR Ax

AX Au, < W, para Av; > 0,4u; = 0 (200)
AR Ax _
X Av, > w; para Av; < 0,Ay; = 0. (101)

Isto é, tem que ser vantajoso ndo se mover nem para tras nem para
a frente.

Ademais, consideremos um conjunto dado de precos de fatores
(w49, ..., w,9. Em correspondéncia com este hd um conjunto de fatores
V19, ..., vy0) que d&o lucro méaximo. Para que esse seja um maximo
verdadeiro, é preciso que

RIO(U1% - U] = A = 5 WUt < R[O(U, ..., U9)]
' (102)

n

- A - z W;0U;0.
1

Consideremos um conjunto de precos (w1, ..., w,l) para o qual o ponto
(arbitrario) (v, ..., u,1) é o ponto de lucros maximos. Entéo,
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n

RO ... O] = A = % WilvP < RO, ..., U]
1

(103)

n

~A- Z wilud

Somando agora as desigualdades (102) e (103) e cancelando os termos
qgue lhe sdo comuns, obtemos:

> (Wit — w(uit - vP) < 0 (104)
1

ou
n
z Aw;Av; < 0. (105)
1

Variando apenas o j-ésimo preco, essa desigualdade se torna
AwjAy; < 0. (106)

Em outras palavras, a diminuicdo de um preco pode resultar na di-
minuicdo do emprego do fator correspondente. E claro que sdo possiveis
outras interpretacgdes posteriores.

Da mesma forma que anteriormente, o caso geral é mais simples
do que o caso continuo especial. Ademais, o método de incrementos
finitos parece ser matematicamente mais simples na medida em que
é possivel dizer o sentido qualitativo das variacbes sem resolver o pro-
blema inversamente para as func¢des de demanda reais.

O método aqui empregado é o que subjaz o principio de Le Cha-
telier na Fisica. Utilizando-se a sugestdo do Prof. E. B. Wilson de que
se trata essencialmente de um teorema matematico aplicavel a Eco-
nomia, tem sido possivel obter uma maior generalidade sem aumento
de complexidade e de palavrorio.

E importante perceber quanto contetido ha numa teoria econé-
mica dada. No que concerne a firma tomada individualmente, tudo de
fundamental que pode ser dito se acha subentendido no enunciado
segundo o qual no equilibrio ndo pode existir movimento do qual a
firma possa melhorar seus lucros, isto é, Ai<0 para todos os movi-
mentos de variaveis possiveis para a firma. No caso da continuidade,
estdo subentendidas certas relacdes necessarias referentes aos coefi-
cientes diferenciais (equivaléncias marginais). Ademais, supondo-se cer-
tas formas especificas de nossas funcgdes (independéncia dos pregos
etc.), é possivel deduzir formalmente as implicages de uma posicéo
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de equilibrio (por exemplo, curvas de demanda negativas, curvas de
oferta positivas etc.). Aparentemente, néo sera valido afirmar mais do
gue isso.

Condicdes externas de equilibrio

Até aqui temos discutido as condicoes de equilibrio impostas de
dentro da empresa por seu desejo de maximizar os lucros. Isso tem
resultado em certas desigualdades marginais. Os economistas ndo tém
parado ai, mas tém também tentado analisar certas condicbes de equi-
librio resultantes da concorréncia entre as firmas. Quer dizer, eles tém
tentado estabelecer condigdes sobre a situagdo do mercado (obstaculos)
com a qual cada firma ira se defrontar. Em particular, eles tém estado
interessados na determinacédo da taxa de lucro que uma firma qualquer
pode auferir.

Tem-se freqlientemente argumentado que em condi¢des de con-
corréncia “perfeita” néo sé o prego (renda média) tem que ser igual ao
custo marginal, como também tem que ser igual ao custo médio, de
forma que a renda liquida seja igual a zero. Essa segunda condigado
ndo tem sido sempre reconhecida como sendo de natureza inteiramente
diferente da primeira. Nesta se¢do tentaremos fazer uma disting¢do
entre elas. Esperamos que assim fazendo sera possivel colocar em seu
devido lugar o famoso problema “da soma” e a homogeneidade da fungéo
de producéo.

No principio, para evitar confusdo, ndo utilizamos o termo concor-
réncia “perfeita”. Por concorréncia “pura” se entendera que a curva de
demanda para qualquer produtor é infinitamente eléstica, isto &, que suas
vendas ndo podem afetar os precos. O problema da descontinuidade é
ignorado. Nessas condicdes, as condicOes internas de equilibrio sdo que o
custo marginal deve ser igual a renda marginal (preco), e conseqiente-
mente que a produtividade fisica marginal de cada fator multiplicada
pelo preco de venda do bem deve ser igual ao preco do fator.

R _ _0oC
ax P T (107)
~0C o s

Wi = X ¢| - pq)l (108)

Essas sdo condi¢Bes marginais e nada dizem sobre os totais en-
volvidos. Também é verdade, por definicdo do “longo prazo” como o
periodo em que todos os custos podem ser evitados encerrando-se as
atividades, que a firma nunca pode ter renda liquida negativa. Como
condic¢do internamente imposta sabemos que

m=0, (109)
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ou
R(x) = z w;U; - (110)
1

Alguns autores, por um curioso jogo de palavras, puderam chegar
a condigado segundo a qual o custo médio é igual ao preco. Uma forma
tipica da argumentacdo é a seguinte: 1) uma firma igualard o custo
marginal ao preco; 2) ela também tentara minimizar seu custo unitario;
3) no ponto de custo unitario minimo, o custo médio igualara o custo
marginal; 4) conseqlentemente, o custo médio tem que ser igual ao
preco (renda média), e os lucros serdo zero.

Enunciada de forma explicita, é ébvio que a segunda afirmagao
é falsa. O trocadilho surge a partir da confuséo entre a condi¢&o segundo
a qual para todo valor da produc¢do os custos totais e unitarios tém
necessariamente que ser minimos com a afirmativa segundo a qual,
entre todos os valores da producéo possiveis, sera escolhido aquele ao
qual o custo unitario for mais baixo. A primeira afirmacdo implica a
condicdo valida de que a produtividade marginal do ultimo délar tem
gue ser a mesma para todos os usos. A segunda implica a condicdo
ndo valida (por consideragfes internas) de que a producéo seja deter-
minada independentemente do preco de venda.

Por outro lado, alguns tentaram raciocinar da seguinte forma:
1) a funcdo de producdo, pela prdpria natureza das coisas, tem que
ser homogénea do primeiro grau; 2) do teorema de Euler segue-se que
se os fatores forem remunerados “conforme o principio da produtividade
marginal”, o produto se esgotara.

Como exemplo da falta de integragdo entre a teoria da produgédo e
a do custo, encontramos muitos autores que perguntam se o produto se
esgotard ao mesmo tempo que eles ja concordaram que o preco iguala o
custo médio e a renda total iguala o custo total. E claro que esta Gltima
condi¢do é simplesmente outra forma de enunciar a primeira.

Uma vez adequadamente enunciado o problema como sendo o
de determinar a relagdo entre a renda bruta por unidade e o dispéndio
por unidade, deve ficar razoavelmente claro que isso ndo pode ser
determinado pelas propriedades da func¢ao de producao exclusivamente,
mas tem que depender da situacdo de mercado da firma, a qual, por
sua vez, depende da concorréncia exercida pelas outras firmas. E bas-
tante claro que naquilo que concerne a firma tomada individualmente
é possivel que ela esteja tendo lucros enormes independentemente da
homogeneidade da fung¢ao de producéo. Essa condi¢do ndo é necesséria
nem suficiente para o esgotamento do produto. Se a fun¢do de produgao
fosse homogénea, mas a demanda fosse suficientemente favoréavel, por
certo o produto ndo poderia se esgotar — mesmo em concorréncia pura.

O problema da homogeneidade da fungdo de producgdo tem sido
objeto de acalorada controvérsia. Por motivos filos6ficos, hd tempos
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tem-se afirmado que o produto tem que ser uma funcé@o do primeiro
grau de todas as variaveis, e que, se assim nao for, isso acontece por
causa da “indivisibilidade” ou porque nem todos os “fatores” foram
tomados em consideragdo. Com relagdo ao primeiro argumento, esta
claro que rotular-se a auséncia de homogeneidade como devida a in-
divisibilidade nada muda e simplesmente afirma, pela implicacéo de
que a “indivisibilidade” existe realmente, a auséncia da homogeneidade.

Com respeito ao segundo argumento, podemos inverter a assercéo
aristotélica e afirmar que qualquer coisa que tem que ser verdadeira
de forma auto-evidente (“filosoficamente"), intuitivamente — isto é,
por defini¢cdo convencional dos termos em questdo — que tal principio
ndo pode ter contelido empirico. A assercéo de que duplicando-se todos
os fatores duplica-se o produto é cientificamente sem sentido. Isso é
assim nédo porque nos falta o poder de realizar tal experiéncia; uma
objecdo dessas, é claro, é irrelevante. A assercdo é sem sentido porque
nunca poderia ser refutada, no sentido de que nenhum experimento
hipoteticamente concebivel jamais poderia contradizer o principio enun-
ciado. Isso ocorre porque se o produto ndo duplicasse, sempre se poderia
concluir que algum fator € “escasso”.3®

E atil, creio eu, evitar completamente a expressao “fator de pro-
ducdo”. Ela tem sido usada em pelo menos dois sentidos, nenhum dos
quais muito satisfatério. Primeiro, tem sido utilizada para denotar gran-
dezas amplas e diversas, como “mao-de-obra, terra e capital”. Por outro
lado, tem sido usada para denotar qualquer parte do ambiente que tenha
qualquer influéncia sobre a produg¢do. Sugiro que somente “insumos” sejam
explicitamente incluidos na funcdo de producgdo e que esse termo seja
restrito & denominacdo de bens ou servigcos econdmicos quantitativos e
mensuraveis. A funcdo de produgdo tem que ser associada a uma insti-
tuicdo particular (contabilidade, unidade de tomada de decisdes etc.) e
tem que ser tragcada com relagéo as circunstancias proprias dessa unidade.
Por certo outras defini¢des sdo possiveis, mas esta claro que nossas con-
dicdes prévias ndo podem ser expressas em termos delas.

Assim definida, a fun¢do de producéo ndo tem que ser homogénea
de primeiro grau. Se fosse realmente homogénea, os custos marginais
seriam sempre constantes.40 A falta de integragao de que falamos acima
fica bem ilustrada pelo fato de que muitos autores supdem curvas de
custo em forma de U no mesmo félego com que supdem a homogeneidade
da fungdo de producéo.

39 Qualquer funcdo com n variaveis pode ser considerada subconjunto de uma fung¢do maior
com mais de n variaveis, homogénea e do primeiro grau. E porque isso ¢ verdade com
relacdo a qualquer funcédo arbitraria que essa generalizagéo é inatil. Por exemplo, o volume
de uma esfera ndo sendo uma fungdo homogénea do raio, podera ser definido um novo
fator cuja “escassez” explicara esse fato. Como falsa proposicdo em légica, da qual quaisquer
proposicdes podem ser tiradas, essa supergeneralizagéo faz com que tal convencéo seja inutil.

40 Segue-se do teorema generalizado de Euler sobre as fun¢des homogéneas que o hessiano
de uma fungdo homogénea do primeiro grau é identicamente zero. Obviamente, o equilibrio
estavel para uma firma em concorréncia pura é impossivel nessas circunstancias.
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Na realidade, ndo é em bases filoséficas que os economistas tém
querido supor a homogeneidade, e sim porque tinham medo que, se
ndo o fizessem, surgiriam contradi¢fes que viciariam a teoria da pro-
dutividade marginal. Essa é simplesmente uma concepgdo errénea,
como iremos demonstrar abaixo.

Nosso debate pode ser restrito a relagédo entre o custo total e a
renda total. As implicacOes relativas as produtividades marginais po-
dem entéo ser expostas.

E evidente que a firma n&o age por sua préopria vontade no sentido
de igualar a renda bruta média ao gasto médio, apesar de poder ela,
a longo prazo, evitar que a renda média seja inferior ao custo médio,
cessando suas atividades.

E somente através da concorréncia de novas firmas que a curva
da demanda da firma pode se deslocar para baixo tanto que exija que
a posicdo de lucro maximo seja aquela em que a renda bruta total
iguala o total dos gastos.

Reservando para investiga¢do posterior as condi¢cdes nas quais
a curva de demanda se deslocara dessa forma, vamos investigar as
implicagdes da suposicdo de renda liquida zero. Dados

dR _ oC
ox  ox (111)
e
m=R-C=0, (112)

segue-se que a curva da demanda tem que ser tangente a curva do
custo unitario total.

No caso da concorréncia pura, a curva da demanda é uma linha
horizontal, e dentro das suposi¢fes convencionais com relagdo a forma
da curva de custo, a tangéncia se dara num ponto Unico, correspondente
ao custo médio minimo. Isso se deve ao fato de que o custo médio tem
que ser igual ao custo marginal, e que este Ultimo se acha em elevagao.

R _ __oC_C

= = = = = Adi ini 41
ax p ox N custo médio minimo. (113)

41 No minimo do custo médio,

C oC :(C &c ac
O | — — i — —
((x) ox ¢ P(x) ES &x ¢
=0= - e - = —_— - —— >0
o x ax x x

isto é,
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E claro que
px = i w;u; por hipdtese, (114)
1
e
wi = % bi = pd; (115)
Portanto,
X = i d;v;. (116)

Superficialmente, isso parece o teorema de Euler, mas néo é. O
teorema de Euler é uma identidade e deveria ser escrito

X = z d;v;, (117)

enquanto a nossa expressao (116) é meramente uma condic¢éo de equi-
librio valida para um Unico valor da produgao.

Ademais, no caso em que a curva da demanda pode ter inclinagao
negativa, obtemos a formulag¢do mais geral

R
o
p

n

z biv;. (118)

1

X =

Essa formulagdo é diferente das de Walras, Wicksell e Hicks
porque a condi¢do do custo minimo unitario é deduzida como um teo-
rema da condigdo segundo a qual a renda total é igual ao gasto total.
Esta ultima condigao e as forgas que levam a ela é que sdo importantes,
ndo a questdo da homogeneidade, absolutamente.

Estd bem claro que no mundo real a renda liquida ndo é zero
para todas as firmas e nem tende em direcdo a zero. Isso é verdade
tanto na concorréncia pura como na impura. Esté claro que esse residuo
deve ser “devido” a alguma coisa e podemos dar-lhe qualquer nome
que queiramos (aluguel de vantagem institucional etc.).

A existéncia desse residuo ndo implica nenhuma indeterminagdo. A
producéo 6tima, a renda, as despesas e a diferenga entre esses dois termos
s&o todas totalmente determinadas. E claro que em condicdes ideais esse
residuo sera capitalizado por avaliagbes de empresa com bom desempenho.
Os economistas, lembrando-se da solucéo cléssica para o problema da dis-
tribuicdo em que as parcelas de dois ou mais fatores eram determinadas
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ao mesmo tempo como residuos, foram longe demais na dire¢éo oposta.
A tentativa de “explicar” todos os residuos em termos de analise da
produtividade marginal aplicada a uma fun¢do de producéo mais ampla
sempre pode ser feita por convengdo, mas carece de conteido empirico.

E conveniente ter uma definicdo analitica para o caso em que
as condigdes “concorrenciais” entre as firmas sdo tais que a curva da
demanda de qualquer firma sempre se deslocara até que a renda liquida
seja igual a zero. A expressdo “participacdo livre no mercado” pode
ser definida como sendo a condicéo de sua validade. E claro que essa
classificacdo contraria a de concorréncia pura ou impura. Assim defi-
nida, a entrada livre no mercado é uma condic&o a ser procurada em-
piricamente e ndo a ser imposta aos dados a priori.

Suspeito que parte do desejo intuitivo dos economistas de definir
uma categoria de “lucros” como sendo distinta do “aluguel de vantagem
institucional” deriva da lembranca subconsciente da antiga distin¢édo
entre escassez “natural” e “planejada”. Hoje em dia talvez ja quase
ndo se fale dessa distin¢édo, que apresenta no entanto conotagbes im-
portantes para a politica social e para a economia do bem-estar.

Sumario

Concluindo, apresentamos uma formulac&o resumida da analise,
visando a substituir os trés famosos teoremas de Walras. Esses teo-
remas, além de redundantes e ambiguos, ndo sdo todos da mesma
ordem de sentido. A formulacdo presente refere-se ao caso continuo,
em fung¢do das equivaléncias marginais, mas a formulag¢éo mais geral,
em funcdo das desigualdades marginais, nos ocorre prontamente. O
tempo todo estamos supondo uma firma com fun¢do de producéo, pregos
de fatores e condi¢bes de demanda dados. Considera-se o caso geral
de concorréncia pura ou impura.

I. A primeira hipotese fundamental é que a firma tente maximizar
seus lucros; dela podem ser deduzidas as seguintes condigdes internas
de equilibrio:

A. Qualquer valor da produgéo que é alcangado tem que ser pro-
duzido com combinag¢des de fatores tais que o custo total esteja no
minimo. Disso resultam dois corolarios.

1) A produtividade marginal do Gltimo délar tem que ser a mesma
em todas as utilizagoes.

2) O prego de cada fator de producdo tem que ser proporcional
a produtividade fisica marginal, sendo o fator de proporcionalidade o
custo marginal.

B. Sera escolhido o valor da producdo que maximizar a renda
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liquida, sendo o custo total determinado de forma 6tima pelas condigdes
precedentes. Isso implica:

1) A igualdade do custo marginal e da renda marginal, sendo a
inclinacéo da curva desta ultima a menor.

2) Em combinacdo com as condi¢fes anteriores de A, a produti-
vidade do valor marginal de cada fator é igual a seu preco, definindo-se
0 primeiro termo como o produto da renda marginal pela produtividade
fisica marginal.

3) O custo total ndo pode exceder a renda total; de outra forma
a firma teria que encerrar suas atividades.42

I1. Se, por suposicdo ou hipotese arbitraria, impusermos as con-
dicdes externas de que a participacdo no mercado é livre, isto &, que
a renda total tem que ser igual ao custo total, entéo

A. O produto ird se esgotar por definicao.

B. A curva de demanda tera que ser tangente a curva do custo
unitario. No caso da concorréncia pura isso implica o custo médio
minimo.

Afora as condigdes de equilibrio gerais, tem-se demonstrado como
a definicdo de uma posi¢do de extremo pode ser utilizada para (a)
avaliar o sentido da direcéo de variacdo das variaveis com relagédo aos
paréametros (precos) tomados como dados, independentemente das con-
dicdes de continuidade, e para (b) desenvolver relagdes reciprocas im-
postas as derivadas da demanda, onde elas existem.

42 Se aempresa em foco possui recursos produtivos com valor de venda no mercado, é necessario
que a renda liquida seja pelo menos igual ao valor de venda (liquidacdo) desses recursos.
Como condicéo interna de equilibrio T = valor de venda dos recursos possuidos. Os usos
diferentes feitos em outras partes introduzem “custos de oportunidade”.
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CAPITULO V

A Teoria Pura do Comportamento do Consumidor

Se estivéssemos procurando um critério tnico pelo qual pudés-
semos distinguir a teoria econdmica moderna de suas antecessoras
classicas, provavelmente decidiriamos que esse critério esta na incor-
poragdo a teoria econdmica da chamada teoria subjetiva do valor. Essa
revolugdo no pensamento eclodiu quase simultaneamente em trés fren-
tes e a elas ligamos 0os nomes de Jevons, Menger e Walras.

Ademais, essa parte da doutrina econémica demonstrou ser o
centro de tanta controvérsia. Na verdade, muitos criticos de tradicéo
ortodoxa tém identificado todo o corpo da teoria econdmica com a crenca
na abstracdo que é o homo economicus. De fato, muitos economistas,
bem de dentro do aprisco académico, separam a economia da sociedade,
com base no contraste entre comportamento racional e irracional, onde
esses termos sdo definidos na penumbra da teoria da utilidade. Parece
extremamente importante, assim, saber claramente o que esta contido
na andlise convencional de utilidade, mesmo se apenas para compreen-
der as consequiéncias da negacdo de sua validade.

A evolucgédo do conceito de utilidade

Pode-se dizer que o conceito de utilidade, durante toda sua his-
toria, foi se desembaragando de suas conotagdes questionaveis e as
vezes desnecessarias. O resultado tem sido uma doutrina muito menos
questionavel, mas também menos interessante. Sem fazer justica ao
assunto, esses acontecimentos podem ser resumidos. E preciso entender
claramente, contudo, que se trata de movimentos dos pioneiros do pen-
samento. Sua obra aparece especialmente em publica¢des académicas
e tem influenciado pouco os economistas enquanto classe.

(@) Uma corrente claramente definida nas obras publicadas tem
sido uma firme tendéncia no sentido da rejeicdo das conotacbes utili-
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tarias, éticas e de bem-estar do tipo representado por Bentham, Sidgwick
e Edgeworth. Esses assuntos ainda séo tratados em questdes de politica
normativa, mas acham-se claramente separados do problema do compor-
tamento do consumidor. Apesar de especialmente marcada com relacdo
a comparagdes de bem-estar entre os individuos, a mesma tendéncia se
apresenta com relagéo a analise do comportamento de um Unico individuo.
Apenas com o obiter dicta encontramos nas obras modernas debates sobre
determinados prazeres como sendo puros ou impuros etc.43

(b) Concomitantemente, tem havido uma mudanca de énfase para
longe dos aspectos introspectivos, hedonistas tanto em sentido fisiol6-
gico como psicolégico, da utilidade. Originalmente dava-se grande im-
portancia a capacidade apresentada pelos bens em atender a necessi-
dades biolégicas basicas; mas em quase todos o0s casos essa visdo passou
por modifica¢bes extremas. Ao mesmo tempo, tem havido um movi-
mento semelhante afastando-se do conceito de utilidade entendida como
sensacdo, como grandeza introspectiva. Ndo é que simplesmente os
economistas modernos substituam as sensag¢des ou satisfacdes experi-
mentadas por sensacdes ou desejos antevistos, de acordo com a distingao
hoje comum entre andlise ex post e ex ante. Porém, muito mais do que
iSso, humerosos autores deixaram de crer na existéncia de qualquer
grandeza ou quantidade introspectiva de uma espécie cardinal, numé-
rica. Com esse ceticismo veio o0 reconhecimento de que a medida cardinal
da utilidade ¢, de qualquer forma, desnecesséaria; que somente uma
preferéncia ordinal, em torno de “mais” ou “menos” mas ndo “quanto”,
€ necesséaria para a analise do comportamento do consumidor.

De fato, a reacdo chegou tdo longe que muitos acreditam que
nada resta a ndo ser uma convenc¢ao vazia. Outros, que ndo admitem
o0 caréater oco da utilidade, em alguns casos abracaram uma formulagéo
da anélise que é sem sentido em qualquer senso operacional e empi-
rico.4 O resultado é um curioso jargdo de preceitos dogmaticos.

Assim, o comportamento do consumidor no mercado é explicado
em termos de preferéncias, que por sua vez sdo definidas somente pelo
comportamento. O resultado pode bem facilmente ser circular e em
muitas das formulagdes certamente o é. Freqientemente nada mais é
afirmado do que a conclusdo de que as pessoas se comportam como se
comportam, um teorema desprovido de implica¢gdes empiricas, ja que
ndo contém hipdtese e que é coerente com qualquer comportamento
concebivel e ndo pode ser refutado por nenhum.#s

43 Talvez a tradicdo de Cambridge constitua uma excecéo a esse respeito, apesar de mesmo
ali ser notavel a mudanca de énfase.

44 Cf. SWEEZY, Alan R. “The Interpretation of Subjective Value Theory in the Writings of
the Austrian Economists”. In: Review of Economic Studies. v. I, n® 3, 1934. pp. 176-185.

45 Ainda outra teoria “sem sentido” é esposada pelos autores que falam do comportamento
em termos do principio econdmico, a despeito de se existe de fato ou ndo algum compor-
tamento empirico a ele relacionado.
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Entretanto, como veremos, a teoria moderna da utilidade, com todos
0S seus matizes, ndo é sem sentido em termos técnicos. Ela é uma hipétese
que estabelece restri¢des definidas as fungdes de demanda e aos dados
preco-quantidade; essas restri¢des podem ser refutadas ou confirmadas
dentro de condigdes ideais de observagdo. Poderiamos ter pensado que
essas implicagdes empiricas teriam sido a finalidade Unica dos tedricos
que se preocuparam com esses assuntos. E bem estranho, contudo, que
os fins e os meios tenham se confundido tanto que apenas uma pequena
fracdo das obras lancadas tenha se preocupado com esse problema mesmo
de forma indireta; ademais, entre essas obras mal existe meia ddzia onde
foram apresentadas restricles vélidas a demanda.

Nao me proponho defender a fecundidade dessas restricbes em-
piricas. O grau em que elas podem satisfazer e unificar o comporta-
mento factual dos consumidores ndo pode ser estabelecido por argu-
mentacdo. Contudo, para melhor ou para pior, a teoria da utilidade
tem ocupado uma posi¢cdo importante no pensamento econémico do
ultimo meio século. S6 isso ja torna desejavel que seu significado seja
claramente compreendido.

O progresso do pensamento matematico

Desde o inicio os métodos matematicos tém ocupado lugar de
destaque na analise da utilidade. Apesar da reagdo desfavoravel pro-
duzida em alguns autores, que acharam que uma precisao espuria se
achava implicita no uso desses instrumentos supostamente “exatos”,
pode-se demonstrar pelas obras publicadas que os métodos simbdlicos
tém sido de ajuda para esclarecer o pensamento e estimular o progresso
da analise.46 Aqueles que usaram essa linguagem abstrata foram for-
cados a formular seus conceitos sem ambigtidade; dessa forma foi aber-
to o caminho para a modificacdo e a matizagéo.

E interessante, portanto, fazer uma breve revisio da histéria de
alguns aspectos matematicos da teoria, para deixar bem claro o pro-
gresso do pensamento através do tempo.

Ja em 1854, atribui-se a Gossen a formulacdo daquilo que é es-
sencialmente a utilidade marginal. Ele supfs que se tratava de uma
funcédo linear decrescente da quantidade de qualquer bem dado. A fun-
¢cdo da utilidade seria portanto assim:

U = K+ (X — byx?) + (3%, — box?) + ... 1)

Jevons, escrevendo quinze anos depois, propds que a funcéo da
dutilidade fosse escrita como a soma das utilidades referentes a cada
bem tomado separadamente.

U = Vi(X)) + Vo(Xp) + ... + V(X)) (2

46 Consequentemente, o livro Mathematical Psychics, de Edgeworth, oferece uma analise pe-
netrante dos pontos de vista comumente defendidos em sua prépria época.
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onde as fungdes V; obedecem a lei da utilidade marginal decrescente.4?
De modo especifico,

Vi (x) >0
Vi" (%) <0. (3

Em sua obra Mathematical Psychics (1881), Edgeworth, indo além
de Jevons, sugeriu que a exigéncia de que a utilidade seja uma soma
de funcdes referentes a cada bem era uma hipotese desnecessaria e
de fato injustificavel. Ele propds, portanto, que a funcéo da utilidade
fosse escrita da seguinte forma:48

U= ¢(Xll ] Xn) (4)

onde ¢ é qualquer funcdo conjunta das quantidades de todos os bens,
e onde

0 = geac 70 (%) ©)

No final do século XIX muitos autores, notadamente Pareto, ti-
nham percebido que era uma hipo6tese desnecessaria e injustificada a
de que nem sequer existe a utilidade como grandeza cardinal. Uma
vez que, para o comportamento do consumidor, bastam comparacfes
de mais ou menos, e ndo de quanto mais ou quanto menos, sé é preciso
que exista um campo de referéncia ordinal. Para quaisquer duas com-
binacbes de bens, respectivamente (x;°, ..., x,9) e (X{4, ..., X,1), ou, para
abreviar, (X°) e (X1), basta que o consumidor seja capaz de as colocar
em uma das seguintes categorias mutuamente excludentes:

a. (X9) é preferido a (X1)
b. (X1) é preferido a (X9) (6)
c. (X9 e (X1) s&o igualmente preferidos ou a escolha é indiferente.

Por questdo de conveniéncia, podemos ligar um ndmero a cada
combinacéo; suporemos que a fungdo assim resultante seja continua
e diferenciavel. Essa fungdo (ou regra de numeragéo) pode ser escrita

¢ = 0(X) = 0(xq, ... Xn)- ™

47 Walras, e Marshall também, fizeram a suposi¢édo de que a utilidade pode ser escrita como
em (2). No caso de Marshall, como iremos falar mais tarde, nédo esta claro se ele de fato
pretendia ser entendido de forma literal ao fazer a suposi¢do de que as utilidades séo
independentes ou se ele a considerava uma aproximagdo para movimentos pequenos dentro
de certas condigdes.

48  Atribuiu-se também ao professor Irving Fisher a descoberta independente dessa possibili-
dade, em ocasido posterior.
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Ela é construida de tal forma que as trés condicbes seguintes
correspondem respectivamente as trés acima:

a. ¢(x1) < o(X)
b'. ¢(X%) < ¢(X?) ®)
¢’ §(X0) < ¢(X1).

¢ pode ser considerado indice de utilidade. A familia de lugares geo-
métricos de um parametro definida por

q)(xll "'an) = C,

onde C é considerado parametro, é tida como lugares de indiferenca.
E claro que qualquer funcéo

U = F(9), F(¢) >0 ©

definida por qualquer transformagéo mondétona de ¢, também constitui
um indice de utilidade. E que

d(X1) = ¢(XO) implica U(X?) = U(X9), respectivamente.

O inverso também é verdadeiro. Assim, a partir de qualquer indice de
utilidade todos os outros podem ser deduzidos por uma transformagao
funcional adequada.

Para resumir, nosso campo de preferéncia ordinal pode ser escrito
assim

U = F[q)(Xl, "'an)]l F’(¢) > 01 (10)

onde ¢ é qualquer indice cardinal de utilidade.

Esta claro que a escolha de qualquer sistema de numeragéo ou
indice de utilidade é arbitraria. Os lugares de indiferenca ficam inal-
terados por qualquer modificacédo dos indices ligados a cada um deles,
desde que se mantenham as relagdes ordinais. Para evitar, portanto,
a assimetria provocada pelo emprego de qualquer indice de utilidade
favorito, muitos autores (Pareto, W. E. Johnson, Hicks e Allen, et al.)
sugeriram que seja empregada uma notagdo que dependa apenas dos
elementos invariantes do campo de preferéncia ordinal, a saber, os
lugares de indiferenca.

Os co-senos diretores do plano tangente a um lugar de indiferenca
em qualquer ponto tém que ser de relacdo determinada. Dado qualquer
indice de utilidade, temos

Ox,0  x,0  [x0

1 O Xnazc

: 11
X20Qec %3 %zc -
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da mesma forma que

Podemos tomar como dadas as fung¢des de inclinagdo invariante
ox, 0 :
-0 0 = R0 .X) (=2 ..0) (12)
PXiQ

Elas séo invariantes para qualquer modificacdo do indice de utilidade,

ja que
UitXg, -0 X)) _ FOiX o X)) 0ilXgs o Xn)
= = = .(i=2,..,n 13
U301 ) 030G ) 30 s Xg) ) 19

Contudo, se pensamos em mais que duas mercadorias, as fung¢des 'Ri
ndo podem ser escolhidas arbitrariamente. Para que exista um campo
de preferéncia ordinal do tipo descrito acima, elas tém, como salientou
o prof. Fisher, que satisfazer as seguintes condig¢des de integrabilidade:

IRjl — 1RIIR; = IRJ — IRIRY, (14)

lRi

de maneira que a expressdo seguinte, dita de Pfaff,

dx; + IR2dx, + ... + IRndx, (15)
admite um fator integrante y(xy, ..., X,,), € pode ser transformada no
diferencial exato

dp = ydx; + (VIR dx, + ... + (VIR") dx,,

(16)
= ¢.dx; + ¢dx, + ... + d,dX,
onde
¢ =V,
e
o = (V'RY).49 17

A partir desse estagio, faltava apenas um pequeno passo para a
rejeicao das condicdes de integrabilidade. Assim, Pareto, Hicks e Allen,
bem como outros, se contentam em principiar com a hip6tese de um
elemento plano contendo dire¢des de indiferenga em todos os pontos.
Os dois ultimos autores ddo a isso 0 nome de taxas marginais respec-

49 Naturalmente, F' (¢) ¢, também é um fator integrante.
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tivas de substituicdo entre o i-ésimo e primeiro bem. Essas taxas séo
escritas como em (12), mas n&o se exige que as fungdes satisfagam as
equagBes de integrabilidade de derivadas parciais apresentadas em (14).

IR! = 1RI(Xy, ..., Xp). (i =2, ..., N) (18)
As fun¢des de demanda como objetivo

Examinamos um relato das transformagdes que o campo da pre-
feréncia experimentou através do tempo. Contudo, nada foi dito ainda
guanto ao uso dado a esses conceitos na explicacdo do comportamento
do consumidor. E isso que temos que fazer agora para investigar o
significado — no sentido técnico operacional — das varias hipéteses.

Seguindo hipédteses tradicionais da teoria pura do comportamento
do consumidor, consideramos um Unico consumidor ideal comprando
bens e servicos por unidade de tempo num mercado cujos precos ele
nao pode afetar de modo apreciavel. A venda de bens e servigos pessoais
pode as vezes ser considerada como compras negativas. Para os pro-
pésitos atuais, cada bem e servigo € tomado como claramente definido,
homogéneo, divisivel etc. Designamos todos os bens e servicos (X, ...,
X,) € 0s precos dados respectivos (p;, ..., py)- O total das despesas ou
da receita é definido como

I = Xp;y + Xopp + .o + XPp = z PiX; . (19)
1

Com relagdo a qualquer total de despesas e um dado conjunto de precos,
supde-se que nosso individuo ideal selecionara determinadas quantias
de cada um dos bens. (E claro que a quantidade de alguns bens pode
ser zero.) Quer dizer, a quantidade de cada bem ¢é funcéo de todos os
precos e da renda.

Xl = hl(pll A pnl I)
X2 = hz(pll A pnl I)
(20)

Xn = hn(pll A pnl I)

Essas equagdes representam as fungdes gerais de demanda. O célculo
delas constitui todo o objetivo e propésito de nossa analise do compor-
tamento do consumidor. Como ja foi reiterada diversas vezes, a analise
da utilidade sé tem sentido na medida em que coloca restri¢des hipo-
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téticas a essas fungdes de demanda. E desse ponto de vista que devemos
continuar nosso raciocinio.

As funcgdes de demanda de equilibrio parcial de Marshall para
0 primeiro bem seriam, é claro,

Xl = hl(pll 52! ] Ean) = Dl(pl)l (21)

onde todos 0s outros precos e valores da renda sdo mantidos constantes
por suposicdes coeteris paribus. Uma restricdo significativa a nossos
dados pregos-quantidades seria a hipétese de que um aumento no prego
de um bem resultard, coeteris paribus, num decréscimo de sua quan-
tidade, isto &,

0X;

— = 1
. ht < 0. (22)

Pode-se deduzir essa hipdtese da analise da utilidade? Pode-se dizer
qualquer coisa a respeito de d x;/0p;, a variacdo da quantidade de um
bem quando o preco de algum outro bem varia? E sobre 0x;/0l, a taxa
de variacdo da quantidade do i-ésimo bem com relacdo a uma variagéo
na renda? Essas sdo as perguntas que temos que procurar responder.

Condicgdes de equilibrio

N&o é necessario que as curvas da demanda sejam tragadas para
cada um dos campos de preferéncia definidos por (1), (2), (4) e (10), res-
pectivamente. Felizmente, a Gltima formula abrange todas as precedentes
como casos particulares. Eu principio com o caso geral de um campo de
preferéncia ordinal, examinando depois o significado dos casos particulares.

A analise da utilidade repousa sobre a hipétese fundamental de
que o individuo confrontado com dados precos e confinado a um dado
total de despesas seleciona a combinagdo de bens que ocupa o ponto
mais alto de sua escala de preferéncia. 1sso néo exige que (a) o individuo
se comporte racionalmente em qualquer outro sentido; (b) ele aja de
forma deliberada e consciente ao comprar; (c) exista qualquer grandeza
intensiva (isto é, uma grandeza qualitativa na qual se possa crer ou
ndo) que ele sinta ou use como referéncia.

Nosso problema, portanto, é relativamente simples e consiste em
encontrar um maximo para

U = Fo(xs, s Xp)], (10)

desde que

z pix; = 1, (19)
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onde (py, ---, Pn, 1) 80, todos eles, pardmetros previamente designados.

Esse é um problema de maximo restrito, uma vez que a equacao
(19), comumente chamada equacéo do orgamento, tem que ser satisfeita.
Isso restringe a escolha de quantidade. Sem essa restri¢éo o individuo
provavelmente poderia comprar uma quantidade ilimitada de bens,
até a saciedade. Na verdade, porém, os bens ndo sdo todos gratuitos;
com uma renda fixa, quanto mais de um bem for comprado menos
tera que ser consumido de outro.

Mostramos no Apéndice que devemos ter, como condi¢do neces-
saria para tal maximo relativo restrito:

U +A\p; =0, (i=1,..,n) (23)
onde A é um dos assim chamados multiplicadores indeterminados de

Lagrange. Isso pode também ser reescrito em uma das duas seguintes
formas equivalentes:

U; Pi .
— = — i=2,..,n 24
T ) (24)
ou
U, U u,
L= 2= = "=\ (25)
P1 P2 Pn

Isso significa que, no equilibrio, a relagdo entre a utilidade marginal
de dois bens é igual a relacdo entre seus pregos, isto &, que as utilidades
marginais sdo proporcionais aos pregos.

E claro, a partir de (24), que n&o importa qual indice de utilidade
usemos, ja que

U =F¢;. (i=1.,n) (26)

Portanto,

Ui _ Foi _ &
U, Fo, ¢,

Nossas condicdes de equilibrio fornecem a mesma solugéo, por-
tanto, ndo importa qual indice de utilidade em particular escolhamos.
E td0 sem sentido afirmar que um indice de utilidade em particular
é realmente a verdadeira medida da utilidade quanto se afirmar que
a Terra de fato gira em torno do Sol e ndo vice-versa. Somente em
funcdo de observacgdes diferentes das que ocorrem em nosso mercado
é que poderia ser definida uma grandeza de utilidade cardinal.

A férmula (25) propicia a conhecida interpretagdo segundo a qual
numa posicao maxima as utilidades marginais dos ultimos dolares gas-

@7)
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tos com cada mercadoria tém que ser idénticas. Essa grandeza
(= — A) tem sido chamada utilidade marginal da moeda, ou melhor
ainda, utilidade marginal da renda. Note-se que ela nédo é invariante
com relagdo a uma modificagdo do indice de utilidade, e, consequen-
temente para um campo ordinal, ndo ha significado ligado a sua gran-
deza nem as taxas de variagOes de sua grandeza com relagéo a quais-
quer variaveis.

Empregando a notacgao dos lugares de indiferenca, pode-se deduzir
as mesmas condic¢des. E que a partir de (13):

. Ui(Xll Ty Xn) -
1Ri = — D=2 i=2 ..,n

Ul(xll ey Xn) ( )
Portanto, as condicdes de equilibrio de (24) podem ser escritas

1Ri(Xy, ..., X)) — % =0. (=2 ..,n) (28)

Trata-se da conhecida tangéncia entre o plano do orcamento e o lugar
de indiferenca que passa pelo ponto de equilibrio. Recorrendo a uma
imagem, o consumidor se movimenta ao longo do plano do orcamento
até atingir a posicdo mais elevada de sua escala de preferéncia, que
no caso continuo tem necessariamente que ser uma posicdo de tan-
géncia; se o plano do orcamento cruzasse o lugar de indiferenca, ele
poderia avancar para uma posicdo ainda mais alta.

Estabelecemos nossas equacgdes de equilibrio de diversos modos
diferentes, mas matematicamente equivalentes. A formula (23) mantém
a simetria de todas as variaveis, de modo que para fins de preciséo
podemos nos concentrar nela. Nossa equagao de orcamento (19) também
tem que ser satisfeita, e entdo todas as nossas condicdes de equilibrio
podem ser escritas.

Ui(Xy, -+ Xp) + Ap; = 0, i=1,..,n)
(29)
PiXy + PpXp + ... + pXy — 1 = 0.

Essas condices de equilibrio correspondem ao conjunto (1) do
capitulo Il. Desejamos deduzir delas nossas fungdes de demanda,

Xi = hi(pll -1 P I)! (30)

que correspondem as equacdes (2) do capitulo Il. Os precos e a renda
sdo considerados dados para essa analise, e gostariamos de saber como
nossas quantidades de equilibrio variam mediante modificacdes nesses
parametros.

Nossas condicdes de equilibrio sdo em numero de (n + 1) e en-
volvem 2(n + 1) incdgnitas, a saber (— A, Xq, ..., Xy -y P1y s P 1) EVi-
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tando agora todos os problemas de solugdes multiplas, podemos supor
que (n + 1) de nossas variaveis podem ser resolvidas em funcgéo das
restantes (n + 1). Em particular, (— A, X4, ..., X,) podem ser resolvidas
em funcdo de (p;, ..., Pn, 1)- Conseqiientemente, obtemos as seguintes
funcbes:

Xj = hi(pll N |), (I = l, ey n) (30)

(_ )\) = f(pll s P I) (31)

Assim, nossas func¢des de demanda podem ser deduzidas de nossas
condicbes de equilibrio. Introduzimos também uma nova variavel
(= A), a utilidade marginal da renda, que poderia, é claro, ter sido
eliminada, mas somente com perda de simetria. Se tivéssemos empre-
gado um dos outros conjuntos equivalentes, como (28), teriamos tido
n equacdes entre (2n + 1) variaveis, de forma que nossas n quantidades
poderiam ter sido expressas como anteriormente em fungdo dos (n + 1)
parédmetros de pregos e renda.

Deslocamento do equilibrio

Contamos nossas equagdes e incognitas e vimos que sdo em nu-
mero igual. Sujeito a certas restri¢fes, iSso nos assegura que todas as
nossas variaveis de equilibrio séo determinadas. H4 uma tentagéo de
parar nesse ponto e nos contentarmos com o conseguido.

Em vista de tudo o que foi dito em capitulos anteriores, néo é ne-
cessario argumentar mais para demonstrar que nossa tarefa mal comegou.
Permanece o problema consideravel de deduzir as propriedades qualita-
tivas de nossas fungdes de demanda a partir do conhecimento das pro-
priedades de nossas equacdes de maximizacdo de equilibrio.

Para tanto, empregamos os mesmos métodos delineados nos
capitulos Il e Ill. Escrevamos a diferencial total das equacdes de
equilibrio (29)

U dx; + Updx, + ... + Udx, + pdA = (- A) dp;, i=1,..n
pdx; + podx, + ... + pydx, = dl — (xdp; + Xdp, + ... + x,dp,),

ou

n

Y Uidx + pidh = (-N) dp;, (i=1,..,n
1
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n n

z p;dx; = dl — z X dpy - (32)
1

1

Essas sdo (n+1) equagbes lineares com (n+1) incégnitas
[dXq, ..., dX,, d(—A)] . Sua solucd@o pode ser indicada como segue:

n n

z (= MDydp; + (dI - z XkdPy) Dy,
-1 1
dx; = D .
- [> = NDi nudpi + (@ = 5 %dPIDnis, nur]
- 1 1
d= A = 5 . (33)
onde

Uy Up o Uy pl%
21 Up oo Uy, P2

0.0 p,0 Jo o o 4
D=0 Ypg=g0 O 0 0f (34)

of %0 O O 0O o od

g d

[Unl Un2 Unn an

d

1 P2 o Pn 0

e Dy; indica o cofator do elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna.
As formulas (33) dao as variagdes de nossas incégnitas para quais-

quer variacgbes nos parametros — precos e renda. Como casos parti-

culares, podem ser determinadas as derivadas parciais seguintes:

0% _ (= NDj — XiDpuy, A
api = D ! (I, J = 1, .., n)
(35)
% _ Dn+1,j
al - D
onde, é claro,
% ox;
a—pi = hji T h;i.

lgualmente,
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0(— )\) - - [(_ )\)DI ntl — XiDn+l, n+]_] ,
op; D
0(— )\) _ Dn+1,n+1
a D (36)

E conveniente considerar um termo composto, introduzido pri-
meiramente por Slutsky, definido como segue:

K. = 0X; 0X;

i T g @(j=1..n 37)

Conforme a igualdade (35), por substituigao,
_ Dj D
Kj=EN D i,j=1,.,n) (38)

Definamos também

rap A= NDO 1 o
rn = E o, + X al %(_ ) ) i=1,..n (39)
ou
= o (=1 ..n (40)

As expressoes 0x;/ dp;, 0%/ 01, K;i séo, todas elas, propriedades das
funcdes de demanda e sdo determinaveis empiricamente dentro de con-
dicdes ideais. Estamos a procura de restrigdes a elas.

Um exame do determinante D revela que ele é simétrico com
relacdo a i e j, uma vez que

Uij = Ujl

Consequientemente,

_ENDy _ WDy

i D D ij» (41)

isto é,

0X; 0X;

0 _ 0X; 0x%;

0Tli+xi al -a—pj+xjﬁ- i,j=1, ..., n) (42)

Qual a interpretacdo econémica do termo composto
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19

Ki. = % + X 9%
T ap; "al
Ele foi chamado por Slutsky de variabilidade residual do j-ésimo bem
para uma variagdo compensada no i-ésimo prego.s0
Pode-se fazer isso se tornar mais claro apresentando-se as seguintes
consideracdes. Até aqui, imaginamos que o individuo estivesse maximi-
zando sua utilidade a partir de precos e gastos totais dados. Um pouco
de reflexdo revelara que a utilidade serd maximizada a partir de um
certo gasto somente se o nivel de utilidade que esta sendo conseguido o
estiver sendo do modo mais barato possivel, isto é, o gasto tem que ser
minimizado para qualquer nivel de utilidade. Se ndo fosse assim, 0 mesmo
nivel poderia ser conseguido com alguma sobra de dinheiro; esse excedente
poderia ser gasto para adquirir mais bens e, portanto, poderia ser atingido
um nivel de utilidade ainda mais alto.
Ao longo de qualquer lugar de indiferenga, existe, para qualquer
conjunto de pregos, um conjunto 6timo de compras que minimiza a
despesa total. Isto é,

Xj = lle [pll «ooy Prs F(q))] . (.I = 1! ey n) (43)
Para
U = F(¢) = constante,

estamos reduzidos ao mesmo nivel de utilidade. Poderia ser demons-
trado facilmente5! que

K = g = yi (j=1..n (@44
Jl_%% = Yyl =1, .

Traduzindo em palavras, K;; € igual a variagéo da quantidade do j-ésimo
bem com relagéo ao i-ésimo prego, onde o individuo se move ao longo
do mesmo lugar de indiferenca e mantém seus gastos ao minimo antes
e depois da variagdo do preco.52

A partir de nossas equagdes de equilibrio (29), vimos que as pro-
priedades das fun¢fes de demanda néo séo afetadas por nossa escolha
de indice de utilidade. Isso pode ser demonstrado explicitamente a
partir das identidades

U = F(9), (45)

50 SLUTSKY, E. “Sulla teoria del bilancio del consumatore”. In: Giornale degli economisti.
LI, 1915. pp. 19-23.

51 Ver cap. IV, pp. 61-64.

52 Para outra interpretacdo, ver SCHULTZ, H. The Theory and Measurement of Demand.
Chicago, University of Chicago Press, 1938, pp. 43-45.
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Ui = F'¢; (46)
Uj = F'oy + F'did;, (47)
=N =F(EN), (48)

onde (- A') é a utilidade marginal da renda para o indice de utilidade
¢. Seja
ij Pid
D = g PO (49)
ofi YO

Segundo (47)

iU pi O_ Fey + F'oidy p O _ Foylp
D= 0= g iP5 j
mOog o P g m O

= (F)D". (50)

O

De modo semelhante, a seguinte relagéo existe para todos os cofatores:
Dy = (F)"2D' . (i,j=1,..n) (51)
Logo,
(- Dy _ (- MDYy
D D’

(52)

de modo que K;; € um invariante para qualquer transformacéo do indice
de utilidade. Literalmente, a escolha de qualquer indice de utilidade
em particular é desprovida de conseqiiéncias quanto ao comportamento
empirico dos pregos.

Um exame de nossas condicdes de equilibrio na forma de (24) e
(19) revela que elas ndo sdo afetadas por uma variacdo proporcional
de todos os precos e da renda; nossos valores de equilibrio permanecem
intactos para tal variagao, isto é:

X = hi(pll <=1 Pny I) = hi(mpll «es MPp, ml), (I =1m T n) (53)

onde m é qualquer nimero positivo. Matematicamente, nossas funcoes
de demanda tém que ser homogéneas de grau zero. Empregando o
teorema de Euler sobre funcdes homogéneas, temoss3

53 Isso também pode ser provado fazendo-se a substituicéo pelas formulas de (35):

noox X, n o ox, ox; ) ™ Dp,

Y2 — p+ — = —— +X =s(-n X X==90

o BT 1(5}7, v | PTEM TD

gragas a um teorema bem conhecido sobre determinantes, que diz que o desenvolvimento
dos elementos de uma coluna com relagdo aos cofatores de uma coluna diferente tem que
se anular.
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O e e 2 e % g i=1 54
apl P1 apz P2 apn Pn ol - (I_ ,...,n). ( )

Dividindo todos os termos por Xx;, obtemos as seguintes rela¢des
em termos de coeficientes de elasticidade:

MNig + Niz + ... + Njp + Ny =0, (i=1,..,n) (55)
onde
0% p
Nij = aTJJ )F()JI
é a elasticidade do i-ésimo bem como relagdo ao prego do j-ésimo bem e
ox; |
N = X

¢ a elasticidade da renda para a demanda do i-ésimo bem. Intuitivamente,
deveriamos esperar essa igualdade, uma vez que um movimento ascen-
dente de todos os pregos equivale a um decréscimo da renda em dinheiro.

Até aqui nossa andlise ndo tem se mostrado completamente des-
provida de significado. Verificamos que as seguintes restricbes empi-
ricas se aplicam as funcdes de demanda:

1. Elas sdo homogéneas de grau zero, isto é, dobrando-se todos
0s pre¢os e a renda, todas as quantidades procuradas permanecem
invariantes. Essa propriedade, como vimos, implica

0x; 0X; 0X; o 0X

ap, P. + p, p2 + ... * ., Pn == 5 I, i=1.,n (56)

ou, em termos de elasticidade,
Niz + Nig + ... +Njp = — Nipy (i=1,..,n) (57)

isto é, a soma das elasticidades de um bem com relagdo a cada um
dos precos é igual em valor absoluto, mas de sinal oposto, a elasticidade
de renda da demanda para esse bem. Trata-se de n restri¢des que néo
sdo compativeis com nenhum dos comportamentos prego-quantidade e
gue portanto sado significativas.54

54 A partir de nossa definicdo de renda ou dispéndio total como
n

I=Zpx
1
temos as seguintes (n + 1) restricdes sobre as elasticidades da demanda:

n

Xjm.=1
1

132



SAMUELSON

Devido a essa condi¢do de homogeneidade, ndo é necessario con-
siderar variaveis independentes os n pregos e a renda. Essas (n + 1)
variaveis podem ser reduzidas a n variaveis considerando-se as relacdes
entre quaisquer n e a variavel restante.

Assim, podemos fazer a divisdo por qualquer precgo, digamos o
preco do primeiro bem, para obter

. . D p2 pn | D
xi = hi(py, ..., p, ) = hi [, = 7> —[O
(P Por 1) O P1 P1 Pig

b, P3 P 10 :
= Qi y e — o — [ i=1,...,n 58
9 % P1 P1 pl% ( ) ©9)

Isso equivale a estabelecer o prego do primeiro bem como igual a uni-
dade e a utiliza-lo como nosso numerario.

Contudo, pode-se sugerir uma medida mais simétrica. Dividindo
tudo por I, obtemos

0
X = iy o P 1) = Iy, P2 P g
ol | | 0

(59)
O
e B L P
ol ! o
Seja
P .
a,-:T'- G=1,..,n
Consequientemente,
X;i = Hi(ay, ..., ap). (60)

Os a sdo aqui unidades de emprego bem natural, uma vez que abrangem
apenas as dimensfes das respectivas quantidades. Falando mais cla-
ramente, o; pode ser definido como a proporcédo da renda total exigida

para comprar uma Unica unidade do j-ésimo bem.

e
n
> kinj =~k
1

onde

é a proporcdo de renda gasta com o i-ésimo bem. Contudo, essas restri¢des ndo sédo significativas,
uma vez que sdo consequéncias de nossa defini¢do. Na melhor das hipdteses, poderiam apenas
revelar que ndo aplicamos nossas operacdes definidas com exatiddo numérica.
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2. Temos também as seguintes condicles de “integrabilidade”
reciproca:
_ 00X . 0X;

0X; 0X;
K__ —_—

it 9p, Xial—aT)j"'Xjﬁ:K

ij 1 (i,j=1,..,n) (61)

isto é, a variabilidade residual do j-ésimo bem para uma variagdo com-
pensada do i-ésimo prego é precisamente idéntica ao termo correspon-
dente para o i-ésimo bem com relagédo ao j-ésimo preco. Trata-se de
n(n — 1)/2 condigbes significativas independentes.5s

Teoremas significativos

Até aqui quase nada foi dito sobre o sentido da variacdo em
nossas quantidades de equilibrio de bens procurados com relagédo a
variagdes nos precos e na renda. A analise da utilidade tera ou néo
alguma coisa a dizer a respeito disso? A resposta pode ser procurada
seguindo-se as linhas indicadas nos capitulos anteriores.

Antes de anuviar o ambiente com determinantes, vamos fazer
uma avaliagdo da situacdo baseada no bom senso, para ver se nao
podemos sugerir uma resposta simples.

Em primeiro lugar, suponhamos que o individuo seja obrigado a
se movimentar ao longo do mesmo lugar de indiferenca. Deixemos que
ele se defronte com um conjunto de pregos e procure alcancar esse
nivel de “utilidade” da maneira mais barata possivel. Tomemos o con-
junto de pregos (p:°, ..., pn%). A ele corresponderd um conjunto 6timo
de quantidades (x,°, ..., x,0) tal que o total das despesas sera tao baixo
quanto possivel, isto é,

z Piox; = z PiX;°, (62)
1 1
onde (X) é qualquer outro ponto no lugar geométrico
FI(X)] = F[o(XO)]. (63)
Tomemos agora um segundo conjunto de precos (p;%, ..., pnl), €
0 conjunto 6timo de bens correspondentes, (x;, ..., X51), pertence ao

mesmo lugar de indiferen¢a do primeiro. Entéo,

55 Essas condicdes sdo validas, é claro, apenas para as fungdes de demanda tomadas indivi-
dualmente. Ademais, elas refletem propriedades diferenciais de nossas fun¢des de demanda
que sdo dificeis de visualizar e dificeis de refutar, ja que nossos dados empiricos consistem
em pontos isolados. Eles tém que ser ajustados de alguma forma para que nossas relagdes
possam ser testadas; o ajustamento, mesmo pelos melhores métodos estatisticos conhecidos,
é arbitrario até certo ponto, o que faz com que a refutacéo e a verificacdo sejam dificeis.

Sem obter sucesso até agora, tentei deduzir implicagdes de nossas condicdes de integra-
bilidade que possam ser expressas em forma finita, isto é, que possam ser concebivelmente
refutadas simplesmente por um numero finito de observagdes de pontos.
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pil%; = Pt (64)
2PNz

Nas equagdes (62) e (64) quaisquer valores de x (ao longo do mesmo
lugar geométrico) podem ser inseridos nos membros respectivos do lado
esquerdo. Em particular, podemos escrevé-los respectivamente

pOXL > P.OX,°, (65)
P2

pilx0 = pilx;t. (66)
2 piE

Isso significa que o conjunto 6timo de bens para cada conjunto respec-
tivo de precos ndo pode custar mais do que o outro conjunto de bens
(6timo para um conjunto diferente de pregos).

Reescrevendo as equagdes, obtemos

z pid (X® — %) < 0, (67)
1
z pit(xit — x9) < 0. (68)
1
Somemos essas duas equagdes; obtemos:
z Pt = pO) (Xt — %9 < 0. (69)
1

Se supusermos que os dois pontos de equilibrio séo sempre distintos
e se supusermos que é sempre atingido um minimo absoluto apropriado,
o sinal de igualdade pode entédo ser abandonado, e a expressédo reescrita

n

z (Pt — PO (Xt - x9 <0, (70)
1

Ela também pode ser escrita assim:
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n

z ApAX; < 0, nem todos Ap; = 0. (71)
1

Suponhamos que permitamos a variacdo de apenas um preco, di-
gamos o k-ésimo; todos os termos de (71) menos um se anulam, e temos:

AxApy < 0; k=1, ..n) (72)

isto é, a medida que o k-ésimo preco aumenta, mantendo-se constantes
todos os outros precos, menos se comprara do k-ésimo bem. Devemos
sublinhar que isso s6 se aplica para um movimento ao longo do mesmo
lugar de indiferenga, isto é, para uma variagdo compensada do prego,
e néo significa que com uma dada renda monetéaria a variacdo de um
preco ird necessariamente resultar na diminui¢do da quantidade pro-
curada da mercadoria correspondente. E de se notar que a prova acima
ndo envolve célculo absolutamente; usando apenas as operagdes de
adicdo e subtragdo, a definicdo de uma posi¢do de maximo pode ser
utilizada para deduzirmos restricdes finitas significativas a demanda.

Empregando apenas as operacdes légicas e aritméticas mais ele-
mentares, podemos avancar ainda mais. Tomemos qualquer conjunto
inicial de pregos e renda (p;?, ..., p,%, 1°). Correspondendo a ele, existira
um ou mais conjuntos 6timos de bens. Selecionemos um deles e cha-
memo-lo (x;9, ..., x,9). Tomemos agora um segundo conjunto de pregos
e renda (p.%, ..., put, 11), e um conjunto 6timo de bens correspondente
(X ., Xah).

Vejamos qual teria sido o custo do segundo grupo de bens aos
precos do primeiro. Isso seria

n
P1O%t + pOxt + L.+ pOxpt = z PioX;t. (73)
T

Se esse custo é igual ou inferior a quantia de moeda que o primeiro
grupo de fato custou, temos provas conclusivas de que o segundo grupo
ndo esta colocado mais alto na escala de preferéncia do individuo do
que o primeiro; se estivesse, o individuo ndo poderia se encontrar em
equilibrio em primeiro lugar, uma vez que nao estaria minimizando o
dispéndio total para o nivel de satisfacdo atingido. Em outras palavras,
se ele pudesse ter comprado o segundo grupo e comprou 0 primeiro,
eliminamos a possibilidade de que ele prefere o segundo ao primeiro.
Nosso teorema é

n n

> poxt < ) poxP implica F[(XH] < F[H(XO)] . (74)
1 1
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Mais especificamente,

n n

> poxt < ) pox© implica F[p(X9)] < F[o(X1)] . (75)
1 1

De modo semelhante,

n n

> px® < 5 pixit implicaria F[§(X9)] < F[o(XV)].  (76)
1 1

E Gbvio que
z pioxit < z Pix;0 (77)
1 1

e
z pitxi® < z pitxit (78)
1 1

ndo podem existir simultaneamente, porque isso implicaria

Flo(X1)] < F[(X9], (79)

Flo(X1)] > F[(X)], (80)

0 que é uma contradicao.

Isso nos da uma condugdo valida para quaisquer movimentos,
ndo simplesmente para 0s compensados.

As equagdes (77) e (78) podem ser escritas

z Pt — X% < 0 implica z pit(xit — %) < 0, (81)
1 1
ou
z pAx; < 0 implica z (p; + Ap)AX; < 0. (82)
1 1

Supondo que nossas fungdes de demanda séo univocas e conven-
cionando considerar apenas pontos distintos, isso pode ser ampliado
para a forma seguinte:
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n n

z pilx; < 0 implica z (pi + Ap)Ax; < 0. (83)
1

1

A importancia desse resultado é extrema. Nessa simples férmula
estdo contidas quase todas as conseqiiéncias empiricas significativas
de toda a teoria pura da escolha do consumidor. Ademais, essas con-
seqUiéncias se acham expressas ali da forma mais adequada a verifi-
cacgdo empirica. Essa condicéo é tdo fundamental que (como demonstrei
em outra parte) ela da o fundamento para a teoria dos nimeros indices
econdmicos e para a andlise da utilidade, além de propiciar o caminho
mais conveniente para a deducéo de todas as restri¢cdes conhecidas as
funcdes de demanda individuais e gerais.>®

Partindo apenas dessa condi¢do podem-se deduzir as seguintes
restri¢cbes as funcdes de demanda:

(a) Elas tém que ser univocas, isto é, a cada conjunto de precos
e renda corresponde um unico conjunto de bens.

(b) Elas tém que ser homogéneas de grau zero, isto é, uma va-
riacdo em todos 0s precos e na renda na mesma proporcao deve deixar
inalteradas todas as quantidades. Todas as propriedades da condicéo
| da secdo anterior tém portanto que ser validas.

(c) Todas as conhecidas restri¢des qualitativas validas as curva-
turas das fungdes de demanda, conforme sera indicado em seguida.

Em outra parte57 sugeri como novos fundamentos da teoria pura
do comportamento do consumidor as condicfes (a) e (b) e as equagdes
(83). Aquela altura eu n&o havia percebido que (a) e (b) eram redun-
dantes, no sentido de que elas proprias podiam ser deduzidas como
teoremas a partir simplesmente da suposi¢do (83). Em outras palavras,
essa Unica condigdo nos fornece toda a fundamentagado da teoria (feita
a reserva sobre a integrabilidade).

A prova de (a) e (b) enquanto teoremas pode ser indicada si-
multaneamente. Consideremos uma situacao inicial de pre¢o e renda
(P10 ..., PO, 19). Em correspondéncia, existe um conjunto de bens
(%19, x,9). Suponhamos agora que todos 0s precos e a renda sejam mul-
tiplicados pela mesma quantidade positiva, m (mp,°, ..., mp,%, mlo).
Em correspondéncia, existe um segundo conjunto de quantidades

56 O Unico ponto sobre o qual essa formulagéo ndo langa luz é o da integrabilidade. Mesmo
ali, ainda se podera conseguir uma prova que permita uma ligeira generalizagdo dessa
condigdo, de forma a incluir a questdo da integrabilidade.

57 "A Note on the Pure Theory of Consumer’s Behavior". In: Economica. Fevereiro de 1938.
pp. 61-71.
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(X114, ..., X,1). Desejamos provar que o segundo grupo de bens é idéntico,
mercadoria por mercadoria, ao primeiro.
Por hipétese,

11 = mlo. (84)
Consequientemente,
z pitxt = m z Piox°. (85)
1 1
Também,
pit = mp°. i=1..,n) (86)
Portanto,
z POt = z PiOx°. (87)
1 1
Mas também
z Pilx® = z pilx;t . (88)
1 1
Isso, no entanto, é uma contradicgdo, ja que a condigdo (83) diz que
z piox;t = z pi%x;° implica z Pix® > z Pitx;t. (89)
1 1 1 1

Portanto, ndo pode se tratar de dois pontos distintos. Logo,
Xl = x{0. i=1,..n) (90)

Para m = 1, a condigdo (a) é deduzida como um caso particular de (b).
Até aqui, ndo recorremos ao calculo. Podemos agora continuar a
estabelecer condigdes as varias derivadas parciais de nossas funcoes
de demanda.
Dediquemo-nos a um processo de limitacdo e escrevamos (83) na
seguinte forma diferencial:

n

z dp,dx; < 0, (91)
1

para
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nem todos dx; ou dp; = 0.
Nessa expressdo, os dx e os dp sdo diferenciais, ndo incrementos
infinitesimais.

Considerando os pregos e a renda variaveis independentes, a par-
tir das funcbes de demanda de (20) temos

n

dx; = z hjidp; + h,idl. i=1,..,n (92)
1
Mas para i p; dx; = 0,
1
dl = i p; dx; + ixjdpj = ixjdpj. (93)
1 1 1
Portanto,
dx; = z (hj + xhy)dp; = z Ky dp; - (94)
1 1
A equacdo (91) se torna
i z (hji + xhyi) dpidp; < 0, (95)
1 1
ou
i i (Kj) dp; dp; < 0. (96)
1 1

Trata-se de uma forma semidefinida negativa; semidefinida porque,
ocorrendo todas as variacbes de preco na mesma proporcao, ela se
anula devido a condicdo de homogeneidade.

Esse resultado também pode ser obtido de pelo menos dois outros
modos. A partir da equagdo (71),

n

z Ap;AX; < 0 ao longo de um lugar de indiferenca. 97)
1
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Isso pode ser escrito
n

z dp; dx; < 0 ao longo de um lugar de indiferenca.
1

(ndo se anulando todas as diferenciais). (98)
Mas, conforme (43), ao longo de um lugar de indiferenca
Xi = llJi [pll RS pnl F(q))], (I = 1: veny n) (99)

onde i é uma funcdo homogénea de grau zero dos p. Também

n

dx; =5 yjidp, (i=1..n) (100)
1
Portanto,
> > widpdp < 0. (101)
1 1

Mas, é claro, para um movimento ao longo de um lugar de indiferenca,
isto é, para uma variagdo de prego compensada,

M i = K 102
6T)j =Y = Ky, (102)
Portanto, (101) pode ser escrita
z z Kidpidp; < 0. (103)
1 1

Finalmente, o seguinte teorema algébrico ¢ formulado no Apéndice
Matematico: seja

(A = B2i0= (AL G j =1, . ) (104)
0P O

a primeira matriz n por n da matriz inversa de [D]. Entéo
n n
z z Ajhih; <0 (105)
1 1

porque [D] é a matriz de uma forma definida negativa sob restricoes.
Ora, segundo (38),

Kij = (= N Aji (106)
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Uma vez que (- A) > 0, chegamos de novo ao nosso teorema. Essa é
uma prova algébrica direta de nosso teorema.

O significado da exigéncia de que a forma (96) seja semidefinida
negativa pode ser explicado rapidamente.s8 Seja

' 0
21 Kzz . Kzn[l
O od
K = IK;l = % ] (107)
i O 0g
M 0 00

Entéo, por causa da forma ser semidefinida,
n n
1 1

Contudo, os subdeterminantes principais, comeg¢ando pelo primeiro, al-
ternam o sinal, de negativo a positivo, isto é,

K D(ll K12 Klii[|
IKiyy <0 %( K >0, a1 Koo Kog < O etc.  (109)
21 22[7] %< K K 0
31 32 33[|
Consequientemente, acham-se implicitas as seguintes restricoes
a demanda:

0X; 0X;

GTJi + X al < 0, i=1,..,n (110)
Dx OGO 040 D6 %§>0
W "”D% Sorg @ Mag T
(,j=1, ...n),(#]j) etc (111)

Provavelmente, trabalhando independentemente, W. E. Johnson
e Eugen Slutsky foram os primeiros a chegar a condigdo (110). Veri-
ficamos n&o ser possivel deduzir que

M 5 (112)
op; ’

isto é, a expressdo ordinaria para a “lei da demanda”. E que se 9x;/0l

58 Se ndo se supuser a integrabilidade e se K; # K;;, a exposicdo podera ser facilmente

modificada pela substituigéo geral pelo termo (K; + K;)/2.
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for suficientemente negativa, 0x;/0p; pode ser algebricamente positiva.
Esse é o fendbmeno mencionado no conhecido paradoxo de Giffen.5®

A suposicdo de que a forma (96) é simétrica e semidefinida ne-
gativa esgota completamente as consequéncias empiricas da andlise
da utilidade. Todas as outras restri¢cbes de demanda podem ser dedu-
zidas sob forma de teorema apenas dessa suposi¢do. Reconhecemos
gue essas sdo afirmacbes ousadas, mas elas sdo substanciadas pelo
fato de que é possivel trabalhar em sentido inverso a partir da suposi¢ao
(96), chegando-se a um campo de preferéncia integravel apresentando
as propriedades necessarias para um maximo.¢0

Conclusao

Neste capitulo percorremos um longo caminho. Apesar de seu
inicio elevado, a teoria pura do comportamento do consumidor, quando
seu significado empirico é finalmente destilado dela, resulta ser uma
simples hipétese sobre o comportamento do prego e da quantidade.
Isso pode ser escrito

n

z (pi + Applax; < 0,
1

59 Foi s6 fazendo suposicdes suplementares e demonstravelmente arbitrarias que diversos
autores foram capazes de deduzir a chamada lei da demanda decrescente.
60 E necessario dar apenas um esboco da prova desse enunciado. Escrevamos

% = H(ay, o 0, (=1, .0 1)
0x; 0x; 0ox;
Kij_a—pj+xjﬁ— %—szﬁkakg
Definamos um novo conjunto de variaveis
i k
b; = f(ay, ..., ay) ou o, =F (By, ..., By
tal que

% = HIF @By oo By oo F"Bys o BJ1 = G (B s By),

Existe entdo uma funcéo

¢ = WPy - B,
ou

b = 001, s X0),

que satisfaz as propriedades de nosso campo de referéncia
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para
n

z pidx; < 0, os Ax; ndo sendo todos = 0,
1

e feitas as reservas indicadas acima. Podemos também escrever essa
expressao assim:

n n

[BX; ax;0
z z % + X af):gdpldpj <0,
1

1

onde o sinal de igualdade é valido somente para todos os pregos que
variam na mesma propor¢ao.

Muitos autores tém afirmado que a analise da utilidade é parte
integrante e importante da teoria econdmica. Alguns até procuraram
empregar sua aplicabilidade como critério para testar a separacdo da
economia das outras ciéncias sociais. No entanto, eu me pergunto o
guanto a teoria econdmica se modificaria se qualquer das duas condig¢des
acima fosse demonstrada empiricamente falsa. Muito pouco, penso eu.

NOTA SOBRE DEMANDA DE MOEDA

Em vérios pontos dos debates anteriores tocou-se num problema
especial da teoria do valor, a saber, o valor da propria moeda. Prova-
velmente tem sido escrito mais a esse respeito do que sobre qualquer
outro tdépico da economia e a maior parte dos problemas levantados
ndo ¢ relacionadas com a presente investigagdo. Contudo, € justo nos
perguntarmos sobre a relacdo entre a demanda de moeda e os campos
de preferéncia ordinal encontrados na teoria da utilidade. Nesse sen-
tido, ndo me refiro a nenhum dos conceitos vagos de moeda, como
mercadoria numerdria ou como mercadoria composta, mas a moeda
propriamente dita, cujas caracteristicas definitérias séo sua utilidade
indireta, ndo por si propria, mas por aquilo que ela pode comprar, sua
aceitabilidade convencional, o fato de n&o ser ela “consumida” com o
uso etc. etc.

Os problemas mais interessantes que surgem com relagdo a moe-
da estéo ligados ao fato da “incerteza” no sentido mais geral, levando
a consideracfes sobre liquidez que ndo podem ser tratadas aqui. Con-
tudo, seria possivel indicar em umas poucas paginas a saida para certos
falsos dilemas ligados & demanda de moeda para os propésitos das
chamadas transacfes.6!

De um lado, ha autores como Mises, que explicam o valor da

61 Para um sumario das extensas especulacdes feitas sobre esses assuntos na Europa conti-
nental, ver ELLIS, Howard S. German Monetary Theory, 1905-1933. Cambridge, Mass.,
EUA, 1934. Parte I.
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moeda em termos de utilidade marginal da mesma forma que se apli-
caria a qualquer mercadoria; do outro, para economistas como Schum-
peter, a peculiaridade da moeda esta em sua essencial falta de utilidade
direta e no fato de que seu valor ndo é passivel de explicacdo nos
termos correntes de utilidade. No conjunto, esse segundo ponto de vista
€ 0 menos enganoso, mas, como Walras mostrou ha muitos anos, é
possivel modificar a analise da utilidade para que leve em conta as
propriedades peculiares da moeda. Este ultimo autor, que acima de
todos os outros desenvolveu a nogéo de equilibrio geral no qual todas
as grandezas sdo determinadas simultaneamente por relagdes inter-
dependentes eficazes, conseguiu permanecer incélume diante dos te-
mores dos autores literarios de que havia algo de um circulo vicioso
na suposicdo da existéncia de precos e de um “valor da moeda” no
decorrer do processo pelo qual aquele valor seria determinado. Hoje,
depois das recentes contribui¢cdes de Keynes, é particularmente com-
pensador voltar-se atras e reexaminar o complicado debate da prefe-
réncia pela liquidez, o encaisse desirée etc. em Walras. Esse autor era
tdo sofisticado a ponto de ter abandonado a equagdo da quantidade
em edigles posteriores de sua obra, apesar de ter continuado a crer
naquilo que hoje em dia é chamado “teoria da quantidade”; muito ade-
guadamente, na minha opinido, ele de fato inverteu o ditado encontrado
muito freqiientemente de que “a teoria da quantidade deveria ser jogada
fora, mas a equagéo da quantidade é util”.

Aqui irei considerar somente a demanda da posse de moeda pelo
consumidor. Como antes, a utilidade ou preferéncia ordinal depende
de todas as mercadorias, mas o (n + 1)-ésimo bem, M, serd a moeda,
que sé proporciona beneficios sendo, em ultima instancia, abandonada.
A posse de uma quantidade média dela proporciona comodidade, per-
mitindo ao consumidor aproveitar ofertas de vendas, facilitando trocas,
aproximando a receita e a despesa etc. O saldo médio é usado e ao
mesmo tempo ndo o é; ele flutua, mas ndo se esgota; o simples fato
de ele estar |4 para fazer frente a contingéncias é valioso, mesmo se
as contingéncias néo se concretizem, ex post. A posse desse saldo presta
um servico real, que pode ser comparado a utilidade direta do consumo
de acucar, de tabaco etc., no sentido de que existe uma margem dentro
da qual se manifestaria indiferenca do individuo entre ter mais tabaco
e menos saldo em dinheiro, com todos os inconvenientes que essa Ultima
condicdo implica.

H4, no entanto, uma diferenca. Dadas quantidades fisicas de
tabaco, de comida, de balé etc. sdo significativas em termos da es-
trutura de necessidades do consumidor, mas néo é possivel atribuir
significado semelhante a um dado numero de unidades fisicas de
moeda, digamos a um certo nimero de ongas de ouro. Seria diferente
no caso de ouro que fosse utilizado para fazer obturacdes em dentes,
mas o uso da moeda nas artes industriais é propositadamente dei-
xado de lado por nés. A quantidade de moeda necessaria depende
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do trabalho a ser feito, que por sua vez depende dos pregos de todos
0s bens em termos de ouro.

As observacfes acima séo a esta altura tdo conhecidas que pa-
recem banais, vulgares e triviais. Vamos, porém, traduzi-las em termos
matematicos. Nossa utilidade ordinal agora é uma funcéo, ndo apenas
das quantidades fisicas de bens, mas dentro dela também ha precos.
Trata-se de uma alteragdo séria e significativa, ja que, como veremos,
as propriedades empiricas das funcbes de demanda sdo modificadas
por essa inovacdo. Esse ndo é o Unico caso em que 0S economistas
encontraram a necessidade de introduzir pregos nos lugares de indi-
ferenca; existe também o exemplo de bens procurados por motivo de
esnobismo ou de escassez, aos quais é atribuido valor por seu carater
de exclusividade, de modo que a preferéncia por eles é alterada por
variagdes em seus precos relativos. O efeito de Veblen n&o precisa nos
deter aqui.

Nossa funcéo de utilidade tera a forma

U(Xy, -y Xny MPp, P11 Pr)
= U(Xll ] an M)\pml )\pll ] )\pn)

0 M MO
= F Xuoeor Xy oo o O (113)
O P1 an

em que a funcdo é homogénea de grau zero com relagdo a todos os
precos, de forma que se todos os pre¢os dobrarem (inclusive o do ouro),
ao mesmo tempo que as quantidades permanecerem inalteradas, a
utilidade ordinal também permanecera inalterada. Isso resulta da hi-
pétese, que ndo precisa ser verdadeira a curto prazo ou dentro de
perspectivas particulares, de que a moeda s6 é avaliada em fungdo do
trabalho que ela tem a desempenhar. Note-se que néo fixei o pre¢o da
moeda como igual a um. Na verdade, iremos evitar confusdo de pen-
samento ao nos abstermos de fazé-lo. Qualquer outra mercadoria pode
ser usada como numerdrio, ou podemos exprimir os pre¢os em qualquer
unidade que quisermos. Por certo, ainda sera possivel falar do preco
em ouro das coisas, e depois de termos aprendido a passar sem 0 uso
da mercadoria monetaria ouro como humerario poderemos recorrer a
simples convencéo de exprimir os precos em termos dela. E claro que
nenhum dos leitores deste livro ir4 pensar que eu atribuo qualquer
importancia em particular ao ouro ou a qualquer outro metal; qualquer
unidade convencional que funcione como moeda serve.

Walras teve o cuidado de mostrar outra distin¢gdo importante: o
consumo de bens é um fluxo por unidade de tempo — tanto tabaco
por ano etc. — mas o saldo em ouro é estoque. Podemos falar de seu
preco em dois sentidos, o pre¢o do ouro comparado com 0s pregos de
outras coisas, como uma onca de ouro valendo duas peles de castor,
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enquanto uma libra de tabaco vale trés peles de castor, ou uma onca
de ouro valendo duas, “quaisquer coisas”, enquanto uma libra de tabaco
vale trés “quaisquer coisas”. Na nossa notacao isso se escreve p,,. Mas
podemos também falar do prego do uso do ouro por unidade de tempo.
Num mercado de capitais onde as pessoas podem tanto tomar empres-
tado como emprestar a uma dada taxa de juros, esse preco é necessa-
riamente relacionado a taxa de juros. Isso é verdade mesmo se o in-
dividuo em questdo ndo tem que entrar em débito pelo montante de
seu saldo em dinheiro; de qualquer modo existe o custo da oportunidade
da detencdo de moeda no sentido dos juros que ele poderia ter ganho
se tivesse emprestado essa soma.

Se quisermos excluir tanto quanto possivel as consideragdes di-
namicas de nosso debate, a suposicdo mais simples parece ser a de
que o individuo maximiza a expresséo acima sujeito a seguinte equacéao
de orgamento:

n

z P X + rpuM = 1. (114)
1

onde os pregos, a renda e os juros, r, sdo dados ao individuo. Conse-
guentemente, os valores pagos (ou previstos) em cada periodo para o
uso de moeda sdo tratados como subtracfes da renda disponivel para
gasto com bens de consumo. As condicdes de equilibrio sdo exatamente
como no capitulo V, equacgdo (29), exceto que as utilidades marginais
dos bens sdo afetadas diretamente pelo nivel dos pregos e agora temos
mais uma incognita, M, a ser determinada. Mas também temos mais
uma equagao:

07U+

50 * APar = 0. (115)

Assim, o uso da moeda é adquirido até o ponto em que sua utilidade
(comodidade) marginal é proporcional a seu custo, isto é, as despesas
com juros que tém que ser feitas para seu uso. As desigualdades se-
cundarias sdo exatamente como no caso costumeiro, isto &, o sinal dos
subdeterminantes principais do hessiano orlado deve oscilar, com o
dinheiro sendo tratado como um (n + 1)-ésimo bem.

Segundo as condigdes de equilibrio, nossas curvas de demanda
s80 como segue:

X = hi(pll -y Pns Pms I, r), (l =1, .., n)
M = M(pll ey pnl pml |, r)- (116)

Essas equacgfes sdo homogéneas de grau zero em relacdo a todos os
precos e valores da renda, exatamente da mesma forma que no caso
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costumeiro da demanda. Inalterada a taxa de juros, dobrando-se todos
os precos (inclusive o do ouro) e a renda, todas as quantidades per-
manecerdo inalteradas. Contudo, se dobrarmos todos os precos e a
renda em termos do preco do ouro, entdo, com r inalterado, a demanda
de quantidades fisicas de moeda serad exatamente duplicada. Matema-
ticamente, M é uma fun¢do homogénea de grau um em funcéo de todos
0s outros precos e da renda. Essa é a caracteristica peculiar da moeda.
Outro modo de dizer a mesma coisa é a assertiva de que a demanda
de moeda em funcéo de seu proprio preco, todos 0s outros pre¢gos man-
tendo-se constantes, tem necessariamente elasticidade um. Trata-se
de uma proposicdo conhecida na historia da teoria da quantidade. O
leitor ird notar que se trata de uma hipdtese significativa e refutavel,
capaz de ser testada em condig¢des ideais de observacao.62

As propriedades qualitativas adicionais das curvas de demanda
podem ser determinadas por diferenciacdo de nossas equagdes de equi-
librio. Contudo, elas nédo serdo tédo simples como as de nosso caso cos-
tumeiro de demanda, porque, ao fazermos variar qualquer dos precos,
deslocamos toda equacéo de equilibrio por meio da influéncia direta
de cada preco sobre as utilidades marginais. Ainda assim, as elastici-
dades da renda se comportam mais ou menos da mesma forma que
antes; igualmente, a demanda de moeda em fun¢do da taxa de juros
se comporta exatamente como a demanda de qualquer bem em funcéo
de seu proprio preco dentro das costumeiras suposi¢des de utilidade.
Consequientemente, se os juros forem aumentados, e a0 mesmo tempo
a renda for incrementada de forma a deixar o individuo num nivel
igualmente bom, a quantidade de moeda procurada ird baixar. Se o
dinheiro ndo for um bem inferior — e devemos esperar que nao seja
— um incremento dos juros ira fazer baixar a quantidade de moeda
procurada mesmo para uma varia¢do ndo compensada.

Os resultados completos dessas diferenciagdes aparecem abaixo
em forma matricial:63

h; O h, i Ohi Oh O
O " O
o O d O 0
Onooooooooooood
g O 0 0 g
o O 0 O O
B 0 M, OM OME

62 MARSCHAK, Jacob. “Money Illusion and Demand Analysis”. In: Review of Economic Sta-
tistics. Fevereiro de 1943. pp. 40-48.

63 Podemos fazer aqui uma referéncia a valiosa contribui¢do de LESER, C. E. V. “The Con-
sumer’s Demand for Money”. In: Econometrica. v. XI, n° 2, abril de 1943. pp. 123-140.
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O leitor interessado podera, como exercicio, verificar isso e cal-
cular o caso particular, muito interessante, onde o campo da preferéncia
ordinal assume a forma simples U(xy, ..., Xn, Pm M/I).

Restri¢des introduzidas pela incerteza

A analise da demanda de moeda feita acima se restringe aos
chamados aspectos de transac¢do. Os problemas realmente interessantes
surgem quando se admite a incerteza além do atrito da transacao.
Algumas das melhores linhas ja escritas sobre esse assunto se acham
na Teoria Geral de Keynes e em Valor e Capital de Hicks. Sé temos
espago aqui para um comentario. No passado a estrutura das taxas
de juros e do ativo tem recebido atencéo apenas perfunctéria, de modo
que a andlise recente em termos da preferéncia pela liquidez é de
maxima importancia. Mas seria um erro, téo prejudicial a analise pos-
terior da preferéncia pela liquidez quanto o seria as doutrinas classicas,
se pensassemos que a incerteza e as diferenciais da liquidez séo as
condigdes sine qua non da existéncia de uma taxa de juros. Esse ponto
de vista pode ser comparado a uma teoria da renda da terra baseada
nas diferencas da qualidade de diferentes tipos de terra. Acredito que
essa analogia ndo seja superficial.

Penso especificamente que seria enganador dizer que os juros
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sdo simplesmente o prego da moeda; seria bem possivel ter uma eco-
nomia na qual a moeda néo existisse, e na qual ainda houvesse uma
taxa de juros substancial.84 Tampouco posso concordar com todas as
formulacdes de Hicks no brilhante capitulo XIlIl de sua obra, sobre
juros e moeda, tais como “...tem que ser os inconvenientes de se realizar
transacles que explicam a taxa de juros a curto prazo” (p. 165); “...se
os papéis de crédito estdo perfeitamente seguros [ndo haveria] razéo
para que fossem descontados” (p. 165); “os titulos que ndo sdo ampla-
mente aceitaveis em pagamento de débitos incorrem em um tanto de
juros porque sdo ‘moeda’ de forma imperfeita” (p. 167).

E verdade que num mundo onde n&o existe atrito nas transagdes
nem incerteza ndo haveria raz&o para uma diferenga entre o rendimento
de dois ativos quaisquer e conseqiientemente ndo haveria diferenca
entre o rendimento da moeda e dos titulos. Hicks conclui, portanto,
que os titulos ndo rendem juros, mas se acomodam ao rendimento da
moeda. E igualmente possivel e mais esclarecedor supor que dentro
dessas condi¢des a moeda se ajusta ao rendimento dos titulos. De fato,
num mundo como esse 0s préprios titulos circulariam como moeda e
seriam aceitos nas transagdes; os depdsitos bancarios a vista renderiam
juros, exatamente como aconteceu neste pais na década de 20.65 E se
a moeda ndo conseguisse fazer o ajuste, como no caso das pegas de
metal que Aristételes afirma serem perfeitamente indteis, ela cairia
em desuso, decairia e morreria, tornando-se um bem gratuito.

No prefacio da reedicédo de Risk, Uncertainty and Profit,56 Frank
Knight faz uma penetrante observacéo no sentido de que dentro das
condicdes descritas acima a velocidade de circulagéo se tornaria infinita,
0 mesmo sucedendo com o nivel dos precos. Esse talvez seja um modo
dramatico demais de dizer que ninguém reteria a moeda e que ela se
tornaria um bem gratuito, entrando na categoria das conchinhas e
outros objetos que antigamente serviram de dinheiro. Seria de se es-
perar também que néo s6 ela saisse de circulagdo, mas que deixasse
de ser utilizada como numerdrio convencional em termos do qual os
precos fossem expressos. Surgiria entdo a moeda que renderia juros.

E claro que isso ndo ocorre na vida real, precisamente porque a
incerteza, as necessidades de contingéncia, a falta de sincronia das
receitas e das despesas, 0 atrito das transacfes estdo sempre presentes.
Mas o caso particular abstrato analisado acima nos deveria alertar
contra a suposicéo facil de que os niveis médios da estrutura de taxas

64 Em outro texto desenvolvi um pouco essa nogdo: “The Rate of Interest under Ideal Con-
ditions”. In: Quarterly Journal of Economics. LI, fevereiro de 1939. pp. 286-297.

65 Em um mundo sem incerteza, onde a moeda rendesse 0 mesmo que outros ativos, sua
velocidade se tornaria indeterminada. Note-se que esse é o caso em que a taxa de juros é
igual a zero.

66 Risk, Uncertainty and Profit. London School of Economics and Political Science: Series of
Reprints of Scarce Tracts, n° 16, 1933. p. XXII.
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de juros sdo determinados Unica ou essencialmente por esses fatores
diferenciais. As vezes s8o essenciais, e outras, como ocorreu na década
de 1920 neste pais, podem ndo ser. Como generalizacdo, eu poderia
arriscar a hipdtese de que eles tendem a ser de grande importancia
numa economia na qual existe uma taxa de juros “quase-zero”. Acho
que por essa hipotese se podem explicar muitas das anomalias do mer-
cado monetéario dos Estados Unidos na década de 1930.

Outra falha do raciocinio que venho criticando esta na tendéncia a
considerar universal a hipdtese de que o rendimento dos juros apresenta
uma relagdo inversa & proximidade de um ativo com a moeda, de modo
gue normalmente as taxas de longo prazo estdo acima das de curto prazo.
Isso ndo esta de acordo com boa parte da histéria econémica por motivos
que acredito ndo sejam muito dificeis de elucidar.67

67 Ver DURAND, D. “Basic Yields of Corporate Bonds, 1900-1942". In: Technical Paper 3.
New York, National Bureau of Economic Research, 1942. Também LUTZ, F. A. "The Struc-
ture of Interest Rates". In: Quarterly Journal of Economics. LV, 1940. pp. 36-63.
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CAPiTULO VI

Transformacfes, Mercadorias Compostas e Racionamento

Transformacgdes logaritmicas e elasticidades

Sob a influéncia de Alfred Marshall, os economistas criaram
gosto por certas expressdes desprovidas de dimensfes, chamadas
coeficientes de elasticidade. No conjunto, parece que sua importancia
ndo é muito grande, exceto possivelmente como exercicio mental
para estudantes nedfitos.58 Como vimos, a maior parte das “leis da
economia” sao qualitativas e ordinais, mais que quantitativas e,
onde aparecem as quantitativas, o problema das dimensdes é des-
provido de conseqiéncia.

Além disso, enquanto que as expressdes de elasticidade séo in-
variantes diante de variacfes de escala, ndo o sdo com relagdo a va-
riaces de origem. Uma vez que ndo ha zeros naturais a partir dos
guais se me¢am grandezas econdmicas, pode-se ver que as expressdes
de elasticidade sdo essencialmente arbitrarias. Assim, encontramos na
analise econémica conceitos tais como exportag¢des, compras liquidas,
guantidades de fatores ofertados etc., sendo todos eles diferengcas me-
didas a partir de bases arbitréarias.®®

Matematicamente, uma expressdo de elasticidade entre duas
grandezas, tais como preco e quantidade, consiste simplesmente do
logaritmo de uma dessas grandezas diferenciado com relacdo ao loga-
ritmo da outra. Assim,

68 Ha talvez alguma utilidade no conceito de elasticidade da demanda, na medida em que da
uma indicacédo do comportamento qualitativo da renda global, mas mesmo isso é apenas a
conseqliéncia de se deixar de lidar diretamente com a renda global.

69 Isso foi percebido, de forma algo inadequada, por Wicksteed, que negou a validade do
conceito de oferta, preferindo usar a nogdo de “demanda de reserva”; ocorre, porém, que
ele foi para o extremo oposto ao atribuir carater sagrado a essa reformulacéo.
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Ny = (d¥dp) (pX) = dlogxdlogp = ExEp .7

As expressdes de elasticidade ndo somente sdo mais ou menos
inUteis como também em sistemas mais complicados elas se tornam
uma perturbacéo real,” convertendo as expressdes simétricas em as-
simétricas, e ocultando o carater definido das formas quadraticas. Isso
poderia ser exemplificado pela analise da utilidade, mas pode ser am-
plamente demonstrado pelo caso ligeiramente mais simples de maxi-
mizacgdo dos lucros, em que as restri¢cdes ndo entram no quadro. Con-
sideremos uma firma comprando insumos (v, ..., ) em mercados per-
feitamente concorrentes a precos dados (wy, ..., w,). Com a curva de
demanda por seu produto e sua funcéo de producdo sendo conhecidas,
a receita total se torna uma funcé@o determinada dos produtos com-
prados. O montante dos gastos sendo definido como a soma das quantias
pagas por todos os fatores de producéo, é claro que o lucro da firma
pode ser escrito da seguinte forma:

™= R(UY, ..., u,) — z wi; . (1)
1

Para que os lucros se encontrem num méaximo regular, temos que ter
Ri(Ull "'lUn)_Wizol (i:l, ...,n) (2)
[Rj] sendo uma forma definida negativa.

Suponhamos que estejamos interessados nas funces de demanda in-
versas, que ddo a quantidade de cada fator de producéo que serd com-
prada para cada conjunto de precos. Por diferenciacgéo explicita de nos-
sas condigdes de equilibrio descritas, encontramos

70 Um célculo de operacdes com termos de elasticidade pode ser elaborado com base nas
propriedades das derivadas logaritmicas. Ver ALLEN, R. G. D. Mathematical Analysis for
Economists. Londres, 1937. cap. X, particularmente a referéncia ali contida a obra de D.
G. Champernowne.

71 Na verdade é um pouco enganador dizer que uma expresséo de elasticidade é necessariamente
“sem dimens&o”. Tome-se qualquer dirivada absoluta, tal como dx/dp, que certamente néo
é desprovida de dimensdo, ja4 que envolve as dimensdes [produto x producdo + valor].
Apesar de ter dimensdes, ainda constitui a elasticidade de alguma expresséo. Assim, se

x =1 (p)

y=s(d)
onde

y=¢e, q=¢e"
entéo
Ey _ dx
Eq dp
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%D = [Ry] . (3)
i

Uma vez que a inversa de uma matriz definida negativa simétrica é
simétrica e também definida negativa, as condi¢des completas para as
funcbes de demanda acham-se resumidas na expressédo acima.

Se estivéssemos interessados nos coeficientes de elasticidade cor-
respondentes [Evi/Ew;], poderiamos posteriormente introduzir fatores
adequados na matriz da equacéo (3). Esse procedimento costumeiro
foi chamado pelo prof. Lange de método “indireto”.72 Ele sugere como
alternativa um método “direto”. Eu gostaria de indicar um terceiro
método, que leva o processo apontado pelo prof. Lange a sua concluséo
légica. Antes de fazé-lo, contudo, gostaria de exprimir a opinido de
que nesse caso o carater “indireto” é uma virtude e ndo um defeito.

A discussao ficara simplificada se adotarmos uma notacdo mne-
monica, segundo a qual o determinante funcional jacobiano de um
conjunto de variaveis com relacdo a outro é escrito de uma forma que
lembra a de uma derivada ordinaria, isto é:

Dy;0_ d
J(yll vy Y Xqy ey Xn) 0= di . (4)
X

O leitor pode entdo verificar as identidades

dz dy _ dz
dy dx = dx
ax _ Eﬁy[l

dy - Hix ®)

que sdo exatamente paralelas as derivadas ordinarias.
Em termos dessa notacdo, os jacobianos das transformacdes

= logu;, v; = evi
= logw;, w; = eW (6)
podem ser escritos assim:

dv _ &0 du

dv - BB av = [uigy]

72 LANGE, Oscar. “Theoretical Derivation of Elasticities of Demand and Supply: The Direct
Method”. In: Econometrica. X, 1942. pp. 193-214.
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dw _ B0 dw _

aw B,\Tlg aw [w;d;] (7)

onde §; é o delta de Kronecker, igual a um para o mesmo indice e
nulo para todos o0s outros.
Segue-se entdo que

dv _dv dv dw Ug; O .
dw = dv dw dw DEI Y S [Ry] = [w;idy]. (8)

Esse é o chamado método indireto. O método direto de Lange exige
calcular a mesma matriz para a igualdade seguinte:

dv. _ mwOo R0
“w = Oy 0 =0, 0 9)

Parece ndo existir vantagem especial nesse procedimento; por
outro lado, ha a grande desvantagem representada pela perda de si-
metria antes da inversdo e a ocultacdo das propriedades de definigao
de R e seu inverso. E claro que o que esta encoberto pode depois ser
destringado, mas parece que ha muito desperdicio de movimento.

Contudo, se queremos levar o método direto a sua concluséo final,
pareceria ldgico substituir os v e 0s w na expressado original do lucro
por suas equivaléncias em termos das variaveis V e W. Dadas essas
ultimas, a firma poderia variar os valores de V de modo a maximizar
os lucros. As condicfes de equilibrio seriam:

S(Vy, . V) —eVigWi=0, (i=1,..n) (10)

[Si — viwigy] = H
gue deve ser uma forma definida negativa. Nas expressfes acima deve-
se entender que
S(Vy, -, Vo) = R(eVY, ..., evn), (11)
e que os indices representam, como de costume, a diferenciacéo.

Se diferenciarmos nossas condic¢Ges de equilibrio, facilmente che-
garemos a identidade

av
diw = H—l[ijjéu], (12)

onde H -1 é simétrica e definida negativa. Assim, exceto os fatores das
colunas, a matriz da elasticidade é simétrica. Dividindo por todos esses

156



SAMUELSON

fatores e definindo K; = v;w;/Z u;w;, facilmente chegamos a conhecida
identidade.™

Kinj = Kjnj (13)
Podemos também verificar as relagdes

i N0
nii <0, 0> 0 etc. (14)
Eﬂii Niig

As relagdes (13) e (14) sdo também imediatamente dedutiveis pelo mé-
todo indireto, mas ndo o séo com facilidade pelo método Lange.

Se temos que usar expressdes “sem dimenséo”, pareceria desejavel
substituir a costumeira expressdo de elasticidade pelo coeficiente mais
simétrico

ov; yw,w,
= —
Mi = ow, Vo, (15)

O leitor pode facilmente verificar que a simetria e o carater definido
sdo preservados em todas as matrizes, que esses coeficientes sdo nu-
meros puros, que no caso dos elementos diagonais se reduzem a velha
definicdo de elasticidade.

Eu gostaria de concluir essa discussdo das expressfes de elasti-
cidade com uma adverténcia de que as transformacdes perdem a va-
lidade quando qualquer das variaveis é zero ou muda de sinal. Em
secbes anteriores do livro, mostrei como os servigos produtivos ou in-
sumos podem ser considerados simplesmente produtos negativos. Eles
podem ser convertidos em logaritmos somente depois de uma inversao
de sinal. Isso néo ofereceria problema se néo fosse o fato de que muitas
das grandezas ndo sdo sempre positivas nem sempre negativas. Como
exemplo das dificuldades que podem surgir, consideremos o caso classico
onde o total de todos os gastos é tomado como zero. Nesse caso as
derivadas parciais dos varios bens com relagéo a variacdes hipotéticas
da renda tém um significado definido, enquanto suas elasticidades n&o
podem ser definidas.

Transformacéao geral das variaveis independentes

A transformacéo logaritmica abordada na se¢do anterior é apenas
um caso particular da transformacéo de nossas variaveis independen-
tes. E desejavel examinar o comportamento de nossas condicdes de
equilibrio dentro da transformacao geral de nossas variaveis indepen-
dentes, porque na economia, como em outras disciplinas, procuramos

73 SCHULTZ, H. Theory and Measurement of Demand. Chicago, 1938. cap. XIX.
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nos libertar de todo sistema particular de referéncia, ou espago coor-
denado, em favor de coordenadas generalizadas. Esse desejo é néo
somente estético como constitui uma exigéncia decorrente do fato de
gue na vida real nem sempre encontramos mercadorias naturalmente
definidas. Na teoria dos ciclos econdmicos, freqliientemente usamos o
conceito de “custo de vida”, tomado como o pre¢o de algum cesto de
mercadorias composto. Mas mesmo se limitarmos nossa atencéo aquilo
que é ordinariamente chamado uma mercadoria, como “trigo”, estamos
tratando com uma mercadoria composta, formada por trigo de inverno
e trigo de primavera, em graus variados. Cada um deles, por sua vez,
€ um composto de componentes heterogéneos, e assim por diante, numa
regressao ao infinito.

Existe uma razdo ligada a isso para analisarmos os efeitos de
uma transformacéo geral. Entre os muitos avancos recentes contidos
na obra do prof. Hicks Valor e Capital, talvez o mais importante, do
ponto de vista analitico, seja 0 enunciado do principio de que um grupo
de mercadorias tem a propriedade de uma s6 mercadoria se seus precos
variam todos na mesma propor¢do. Esse teorema tinha sido parcial-
mente previsto pelo prof. Leontief,”4 mas foi o prof. Hicks quem fez
dele o alicerce de sua explica¢do. Todo economista de orientagdo ma-
tematica, trabalhando com muitas variaveis, encontra dificuldade em
explicar suas teorias em palavras ou diagramas. Gragas ao teorema
Hicks-Leontief, todas as variaveis menos uma podem ser agregadas
numa sé variavel e uma explicagdo literaria toleravelmente simples
pode ser redigida. Veremos como esse teorema surge como caso par-
ticular de teoremas gerais referentes a transformagdes.

As condicfes mais gerais de equilibrio séo do tipo encontrado
pela primeira vez no capitulo 11, equacgédo (1), que podemos reescrever
em forma de matriz, com omisséo dos indices, assim:

f(a =0. (16)

Se submetermos as variaveis independentes a transformacéo ndo singular

X = T(X), a7
cujo jacobiano

dx _ ,

dax - 1]

nunca se anula, nossas condi¢es de equilibrio se tornam

fIT®);:a]l = f(xa) = 0. (18)

74 LEONTIEF, W. “Composite Commodities and the Problem of Index Numbers”. In: Econo-
metrica. v. 1V, 1936.
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Se a relacdo entre os valores de equilibrio de nossas incégnitas e os
paréametros foi dada por

x = g(a), 19)
a nova relagéo sera
X = g(), (20)
que sera equivalente a
TM = 9(0). 1)
De forma mais importante, pode-se verificar facilmente que

Podemos passar diretamente ao problema do extremo geral onde al-
guma grandeza deve estar num maximo ou minimo relativo com relagéo
a n variaveis independentes, elas proprias submetidas a m restricdes.
Em notagdo matricial, temos

z = f(x)
G(x) = 0. (23)
Para um méximo regular, é necessario que a matriz
[fx G (24)
seja da ordem m, e que
h'H,,h (25)

seja definida negativa, desde que
h'G, = 0.
onde

m

Hxx = [fxixj + z )\kGXin k]- (26)
1

onde os A sdo multiplicadores de Lagrange.
Depois da transformagéo, temos

(7Gxl = B [ Gl (27)
g g

onde o sinal ' numa matriz [a;] exprime sua “transposta” [a;]. Uma

159



OS ECONOMISTAS

vez que a primeira matriz do lado direito é ndo singular, as condicdes
de primeira ordem s&o invariantes em face da transformagdo. Também
é facil demonstrar que

FHA = h'H h (28)

onde

de modo que as condic¢fes de segunda ordem sao invariantes com relagéo
a transformacéo.

Isso poderia ter sido provado de outra forma, mostrando-se a
invariancia dos determinantes orlados relevantes em consequéncia da

relacéo:
T = dx' 0 dx 0
OHig G O EP_ OH,, G, O EP_
Osr o 0= gdx @ Ogr o O Hox @ (29)
& 00 Ho 1 00 Fo 1]

Note-se que os multiplicadores de Lagrange (A;, ..., A, ) sdo in-

variantes em face das transformagbes das variaveis independentes.
Existem explica¢des tanto matematicas como econdmicas para isso. Se

inserirmos os parédmetros (a4, ..., 0,) em nossas equacdes acima, de
modo que nossas restrigdes se tornem
GKk(x) — a, = 0, (30)

poderemos facilmente verificar por diferenciacdo direta que
Odz O

ngsendo constantes os outros a = [— A,]. (31)
KO

Anteriormente deduzimos casos particulares desse resultado em
relagdo a utilidade marginal da renda (cap. V) e ao custo marginal
(cap. 1V).

A relacdo acima pode ser estabelecida de forma heuristica fazen-
do-se a derivagdo de H com respeito a a,, enquanto se mantém cons-
tantes todas as outras variaveis. Da mesma forma que outras operagdes
gue envolvem multiplicadores de Lagrange, trata-se de um “truque”
analitico cuja justificacdo estd em sua equivaléncia com expressoes
que podem ser estabelecidas rigorosamente por métodos mais indiretos.

Quero chamar explicitamente a atencdo do leitor para o fato de
que a transformacao das variaveis independentes de um problema de
extremo sujeita a matriz das formas quadraticas relevantes a uma
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transformagéo cogrediente’® coerente que ndo altera nem o carater
definido da forma quadratica nem os sinais dos subdeterminantes prin-
cipais de uma dada ordem. Isso ocorre em consequéncia de nossas
equacoes de equilibrio equivalerem a uma condicédo de extremo, e néo
tem que ser necessariamente verdadeiro com relagdo a outros tipos de
equilibrio.

Assim, quando Hicks?6 estabelece como condigdo de estabilidade
perfeita nas trocas do mercado em geral a exigéncia de que todos os
subdeterminantes principais de uma matriz

Oox; O

0%i O
sejam positivos, ainda ndo temos meios de saber se isso € ou nao
independente do sistema de coordenadas escolhido. O mesmo pode ser
dito quanto a seu conceito de “estabilidade imperfeita”. A razdo da
ambiglidade esta na inaplicabilidade das provas dadas acima a ma-
trizes assimétricas.””

Esta secéo tratou da invariancia de uma posicéo de extremo dian-
te da transformacéo de variaveis independentes. Encaremos agora o
problema da transformacdo da variavel dependente.

Transformacgao da variavel dependente

A esta altura ja estda bem sabido que as equacdes de demanda
sdo independentes da escolha particular do indice de utilidade;8 isto
é, que todas as suas propriedades sdo invariantes em face de uma
transformacéo geral

U = F(9), (32

na qual o segundo termo é uma fungdo univoca sempre crescente. Para
simplificar, podemos supor que ela seja derivada duas vezes.

No caso mais geral onde f(x) € maximizado, sujeito a uma ou
mais restri¢cbes dos x dadas por

G(x) = 0, (33)

as condic¢des de equilibrio sdo expressas completamente pela condicéo
de que [f,G,] seja de uma certa ordem e que a forma quadratica h'H,;h
seja de um certo grau de definicdo com relagdo aos valores de h que
satisfazem

75 Uma mesma transformacgdo a qual sdo submetidos dois conjuntos de varidveis. (N. do T.)

76 HICKS, J. R. Value and Capital. Londres, 1939. Cap. V, e “Mathematical Appendix”, pp.
315-317.

77 Esse problema é discutido novamente mais adiante, neste mesmo capitulo.

78 Ver cap. V, pp. 91, 94 e 99.
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h'G, = 0. (34)
Ora, se submetermos z e os valores de G a transformacao
F=Fz e E=EQ©), (35)

e estabelecermos que a nova variavel F seja maximizada, sujeita as
novas restri¢cdes, nossas condi¢es envolvem a ordem de [F,E,] e o
carater definido de h'Rh, desde que

h'E, = 0, (36)

onde

r

Ry = [Fjj + z my E;; K]. (37)
1

Por derivacdo real, encontramos facilmente as relagbes entre as ma-
trizes novas e velhas, a saber:

0 O

EG) B 38)

[FE = 1r61 05 @
g
Uma vez que a ultima dessas matrizes € uma matriz diagonal
gue ndo deve ser singular, as propriedades da primeira ordem s&o
claramente invariantes em relacdo a essa transformacéo, da mesma
forma que a solucdo real em funcéo do proprio x.
Por derivacdo podemos verificar, de modo semelhante, que

n

h'Reh = R[Ffy + 5 m E/(GYG;4h,
1

n

+ W[F"fif; + z my E¢" G; kG; Kh. (39)
1

Segundo as condicbes de primeira ordem da matriz, deve existir de-
pendéncia linear entre as colunas f, e G,, precisamente do tipo que
faz com que o segundo termo do membro direito da equagdo acima se
anule para os valores admissiveis de h. Considerando que as funcoes
F e E sdo monotonas, segue-se que [F'E,/'] ndo se anulam; consequen-
temente, a forma quadratica transformada retém seu carater definido.

Isso completa uma prova esquematica da invariancia de nossas
condicbes de equilibrio. Todo esse problema é de interesse primeira-
mente em relagdo a teoria da utilidade e da escolha do consumidor,
mas nosso teorema se aplica igualmente a maximizagéo do lucro. Se
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maximizarmos o quadrado do lucro, o logaritmo do lucro, 90% do lucro,
ou aquela fungéo mondtona do lucro que o Tesouro nos diz que podemos
reter como renda liquida, néo havera modificagdo em nosso prego 6timo
e em nossa politica de produgdo. Com relacdo a fungdo de produgao,
a combinacdo dos fatores de producdo de modo a resultar num dado
valor de producéo de forma mais barata poderia ser conseguida também
se trabalhassemos com algum indicador de producdo em vez de tra-
balharmos com a prépria produc¢édo; poderiamos trabalhar apenas com
0s contornos do isoproduto, sem considerar os humeros a eles ligados.
Contudo, é importante perceber que as varidveis — lucro e producdo
— s8o mensuraveis dentro de condicfes ideais; Conseqlientemente, é
artificial e desnecessario substitui-las por uma variavel transformada.”®

O célculo explicito dos novos multiplicadores de Lagrange demonstra
que foram modificados pela transforma¢do da maneira seguinte:

_ PO
k — Ekr(Gk) : (40)
A significancia disso para a utilidade marginal da renda aparece na
discussdo do capitulo VII.

Transformacéo dos precgos

Até aqui tenho considerado as transformacdes das variaveis in-
cégnitas, deixando os parametros, a, inalterados. Podemos calcular as
variagOes das novas variaveis com relacédo a a pela equagéo (22). Con-
tudo, no novo sistema de coordenadas ndo podemos mais enunciar
teoremas definidos a respeito dos sinais dessas variagdes.

No sistema velho podiamos afirmar categoricamente que

o,

aw, < 0, (41)

mas nosso novo coeficiente (6u;/6w,;) é uma combinac&o linear dos ter-
mos da forma (dv;/ew,), cujo sinal pode ser qualquer coisa.

79 Sera que aqueles que cultivam o gosto pela utilidade cardinal encontram apoio para sua
posi¢do na analogia com outras disciplinas, como a Fisica? Em minha opini&o, ndo. Certos
conceitos fisicos, como temperatura, foram tratados durante muito tempo pelos fisicos como
grandezas ordinais. Seu comportamento podia ser descrito por qualquer um de muitos
indicadores diferentes, cuja relacdo com os demais néo era linear. Finalmente resolveu-se
que era conveniente dar posicdo convencional privilegiada a um desses indices, a saber, o
que se baseia nas propriedades de um “géas perfeito”. Tampouco é o uso da palavra “for¢a”
em livros de Fisica um bom precedente para a andlise da utilidade; boa parte da Fisica
pode prescindir do termo, e em qualquer caso as coisas que ele representa, tais como a
taxa de variacdo da quantidade de movimento, ou derivada de uma funcéo potencial, podem
receber valores estritos extraidos da observacéo, que ndo sdo invariantes perante a trans-
formagdo monétona. Talvez um precedente melhor para a economia seja o da estatistica,
onde a probabilidade ou seu logaritmo sdo usados de modo indiferente, dependendo da
conveniéncia numérica, sem conotagdes metafisicas.
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E no entanto, uma vez que nada havia de privilegiado a respeito
do primeiro sistema de coordenadas, esta manifesto que tem necessa-
riamente que haver em alguma parte do novo sistema de coordenadas
teoremas néo menos definidos que os velhos. Como veremos, esse “pal-
pite” esté correto. Existem tais teoremas e eles podem ser formulados
considerando-se as variagdes de nossas novas variaveis com relagdo a
variagfes compostas especificadas em nossos parametros. Isto é, ao
mesmo tempo em que submetemos nossas incognitas de equilibrio a
uma transformagao, submetemos igualmente nossos parametros a uma
transformacdo. Esta ultima transformagdo ndo é a mesma que a pri-
meira, mas, como veremos mais tarde, a transformacéo dos parametros
se acha relacionada de uma maneira definida a transformacéo das
guantidades.

Para o propésito presente, ndo é necessario examinar o problema
em toda a sua generalidade. Podemos considerar o caso importante de
uma firma maximizando os lucros, como na primeira se¢do deste ca-
pitulo. O caso de um extremo submetido a restric¢des, tal como aparece
na teoria da producédo e da utilidade, pode ser desenvolvido diretamente
pelo leitor.

Sejam os lucros

MUW) = R, - ) = 5 W, (42)
1

onde 0s w sdo parametros tomados como dados pela firma, e os v séo
0s insumos produtivos. Os U e w sdo0 apenas casos particulares dos x
e p, apresentando relacdo especifica com os insumos.

Se definirmos agora novas mercadorias (U, ..., U,), deveremos ser
capazes de encontrar relaces definidas entre suas variagdes e as va-
riacdes em seus precos, da mesma forma como fomos capazes de fazer
no antigo sistema de coordenadas. Mas o que queremos dizer por pregos
das novas mercadorias, (W, ..., W,)? Somente uma resposta é possivel,
como tem que ser ébvio para qualquer pessoa que tenha trabalhado
com o preco de um cesto de mercado de bens.

O preco desse cesto é calculado como a soma ponderada dos precos
tomados individualmente, onde os pesos sdo escolhidos de forma que
o valor total da nova mercadoria, igual a w U, seja 0 mesmo que 0
valor das partes componentes. Isso sugere uma regra geral a ser se-
guida. Em todas as transformacfes, as grandezas dos valores devem
ser conservadas, isto é:

n n
z WUy = z WUy (43)
T 1

independentemente da transformac&o. E que isso é uma grandeza de
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valor (délares, libras etc.) que ndo é arbitraria, uma vez que 0s pregos
e as quantidades em qualquer sistema de coordenadas sdo dados. Por
outro lado, os precos e as quantidades envolvem o sistema de referéncia
especifico em uso e sdo, portanto, arbitrarios.

E um problema matematico comum submeter dois conjuntos de
variaveis a transformacgfes, ora supostas como lineares, de modo a
conservar os produtos internos como na equacgdo (43).80 As variaveis
relacionadas dessa forma sdo denominadas variaveis contragredientes.s!

Se submetermos as quantidades v a transformacédo linear néo
singular

L =c0, U =cl, (44)
entdo
WU = W'XU. (45)
Se, e somente se,
W =Wcl,ouw = c'w, (46)

(43) se verificard. Assim, as transformagdes relacionadas de pregos e
guantidades séo

L =cu, U =cly,
w = ¢cl'w, W = c'w, (47)

onde a transposicdo e a inversdo das matrizes deve ser notada, jun-
tamente com o fato de que a relagdo entre as duas transformacoes é
reflexiva.

Depois da transformacéo, os lucros se tornam

nuw) = TIOW) = RO) - ) wp; (48)
1

Na forma, essa equacdo é a mesma que a original; conseqUentemente,
segue-se das condi¢des de maximizacdo que tudo que podia ser dito
sobre (dv/dw) pode ser dito acerca de du/dw. Assim,

L = ) (49)

80 Esse problema surge na geometria superior, em muitos ramos da matematica, e na andlise
da regressdo multipla, onde as varidveis dependentes preditas devem ser independentes
com relagdo as transformagdes das variaveis de onde se origina a predigdo. A medida que
essa Ultima sofre uma transformacéo linear, os coeficientes de regressdo tém que ser ajus-
tados de forma a manter as predicdes inalteradas.

81 BOCHER, M. Introduction to Higher Algebra. p. 108.
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é simétrica e definida negativa.
Isso também poderia ser deduzido do fato de que

do _ do du dw

dw = du dw dw (50)
Fazendo a substituicdo aqui pelas equagdes (47), encontramos

dia — _]_ﬂ -1

dw = ¢ aw ¢ (51)

E classico na matemaética o fato de que as propriedades de uma matriz
de definicdo negativa e de simetria sdo conservadas depois de uma
transformacéo coerente do tipo acima.82

Encontram-se na Economia muitos sistemas de equilibrio que
ndo surgem de algum problema de extremo e que ndo podem ser con-
vertidos nessa forma. As varias versdes simplificadas do sistema de
Keynes constituem apenas um primeiro exemplo do que é afinal o caso
geral. Um segundo exemplo é o das equacdes de equilibrio geral de
Walras. Um caso intermediario € um terceiro exemplo no qual supomos
um comportamento de preferéncia constante, lugares de indiferenca
infinitesimais em todos 0s pontos sujeitos a certas convexidades gene-
ralizadas, mas sem a suposi¢do de que as condi¢des de “integrabilidade”
se acham satisfeitas, de forma que os elementos planos de indiferenga
“local” podem ser “reunidos” para formar uma familia de lugares de
indiferenga. Assim, nosso campo de preferéncia pode ser caracterizado
por uma expressao diferencial, ou de Pfaff, para a qual ndo se pode
encontrar fator integrante. Somente no caso de dois bens podemos
sempre encontrar um fator integrante que nos leve a um “diferencial
exato” que possa ser integrado.s3

O primeiro dos trés exemplos acima ndo tem interesse nesse
sentido, uma vez que ndo podemos emparelhar um conjunto de variaveis
“pregos” como variaveis “conjugadas” de “quantidades”.

Voltando ao segundo exemplo de equilibrio geral, eu gostaria de

82 A primeira prova acima pode ser usada para se derivar uma prova para esse teorema
classico. Igualmente, se estabelecemos que ¢ = [a], é facil demonstrar que a inversa de
uma matriz definida, a, é, ela prépria, definida. Isso esta relacionado a funcéo “inversa”
do lucro, ou “potencial de prego”, que abordamos no capitulo 111, p. 55. Esta, por sua vez,
parece estar relacionada a chamada transformacéo de Legendre. Ver WINTNER, A. Ana-
lytical Foundations of Celestial Mechanics. Oxford, 1941. Cap. I.

83 O problema da integrabilidade remonta ao debate “classico” de Irving Fisher e Pareto. Em
sua “A Reconsideration of the Theory of Value”, partes | e 1l (In: Economica. XIV, 1934,
pp. 52-76, 196-219), Hicks e Allen tocam no assunto, mas nédo de forma totalmente satis-
fatéria. O tratamento mais esclarecedor é 0 de GEORGESCUE-ROEGEN. “The Pure Theory
of Consumer’s Behavior”. In: Quarterly Journal of Economics. L, 1935-36, pp. 545-593. Ver
também o debate contido no capitulo V, p. 91, e SAMUELSON, P. “A Note on the Pure
Theory of Consumer’'s Behavior”. (In: Economica. V, 1938, pp. 61-71, 353-354), quanto a
alguns problemas sem solucéo ligados a esse assunto.
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destacar uma dificuldade grave que aflige o conceito elaborado por
Hicks de estabilidade da troca geral e da producéo. Em capitulos pos-
teriores afirmamos que a estabilidade € um conceito essencialmente
dindmico, e que o tratamento estatico formal dado por Hicks leva a
condigBes que ndo sdo necessarias nem suficientes do ponto de vista
dindmico. Aqui afirmamos que as condi¢es de estabilidade de Hicks
sdo insatisfatorias do ponto de vista puramente estatico.

Isso pode ser exemplificado pelo sistema algo simplificado do ca-
pitulo V de Valor e Capital, cujo equilibrio é dado pelo conjunto de
equacdes da forma

XPg, oo ) = 0. (k=1, .., 1) (52)

Para que esse equilibrio seja perfeitamente estavel, todos os subdeter-
minantes principais do jacobiano [dx/dp] tém que alternar em sinal.
Chamarei uma matriz com essa propriedade hicksiana. Para que seja
imperfeitamente estavel, apenas impomos a condi¢do mais fraca de
que os subdeterminantes de ordem (n — 2) e (n — 1) sejam de sinais
contrérios.84

Uma vez que néo é fundamental nenhuma defini¢do particular
de mercadorias nem nenhum quadro de referéncia, se as condig¢des de
Hicks sdo fundamentais, elas tém que ser invariantes com relacédo a
transformagdes do preco e da quantidade. Basta um Unico exemplo
para demonstrar que uma matriz a que seja hicksiana se torna, depois
de transformacé&o, ¢ -1 [dx/dp] ¢ -¥, que ndo necessita ser hicksiana
nem mesmo imperfeitamente estavel.

Assim, para
dx _0-1 100
dp E 0o -1 E
01 2 0
ctl=0 g (53)
02 1n
obtemos
dx _ 0.96 96 0O
X 4
dp  HoO 96 H (54)

que ndo é perfeita nem imperfeitamente estavel.

E claro que se [dx/dp] fosse simétrica e definida (como quando
os efeitos da renda podem ser desprezados) isso ndo poderia ter acon-
tecido; mas nosso sistema entdo seria conversivel num problema de
maximo.

84 Value and Capital, pp. 67-315.
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Demonstrei em outra parte que a convexidade em casos nao in-
tegraveis implica que a “parte simétrica’ss de certas matrizes seja de-
finida. Isso se segue em decorréncia da relagdo

S B Ap; <0, (55)

onde os p e os x podem ou ndo estar sujeitos a restrigdes. Indo até o
limite, constatamos que [dx/dp + dx/dp']/2 e [dp/dx + dp/dx']/2 tém que
ser ndo positivos.

Nao é dificil mostrar que essa propriedade, que chamaremos qua-
se definigdo, é invariante com relacdo a redefinicdo das mercadorias
ou a uma transformacdo geral coerente ndo singular. Assim, seja
[a +a'] /2 definida negativa. A forma quadrética

han = p 12221

h+0 (56)

é definida negativa. Inversamente, se h'ah é definida negativa, a é
quase-definida negativa.

Com o auxilio de uma matriz ndo singular b, submetemos a a
uma transformacéo coerente de modo que

a = b'ab. (57)
Entéo
h'ah = [R'b’] a [bh] = h'ah, (58)

e 0 membro da extrema direita é sempre negativo, como tem que ser
também o do lado esquerdo. Assim [a + a'}2 é definida negativa e a
é quase-definida negativa.

A andlise acima pode ser interessante mesmo onde ha integra-
bilidade. Se os efeitos da renda ndo podem ser desprezados, 0s jaco-
bianos do equilibrio geral da troca ndo tém que ser simétricos. Contudo,
se os efeitos da renda sdo simétricos e definidos, ou se suas partes
simétricas sédo definidas, ou ainda, se suas partes simétricas ndo séo
tdo carentes de definicdo a ponto de contrabalancar a definicdo do
efeito substituicdo, os jacobianos serdo quase-definidos. N&do somente
essa propriedade se preserva com relacdo a uma transformacdo como

85 Toda matriz a pode ser decomposta em uma parte simétrica e outra assimétrica. Conse-
quentemente,

a+a a-a
+
2 2
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também é possivel formular o seguinte teorema. Se a é quase-definido,
é necessariamente hicksiano; a reciproca, porém, ndo é verdadeira.

Esse importante teorema pode ser provado de varias maneiras.
Uma delas é escrever cada subdeterminante principal de a num de-
senvolvimento de Taylor em torno de [a + a']/2, de forma que os
elementos diagonais (a;; — a;;)/2 aparecam numa série de poténcias.
Entdo pode-se mostrar que todos esses elementos entram com po-
téncias pares, de modo que a matriz a completa é “mais hicksiana”
que sua parte simétrica. Isso confirma minha observacéo precedente
de que a assimetria, per se, favorece a maior estabilidade e nédo a
menor. O significado real da quase-defini¢do s6 pode se tornar evi-
dente a partir do debate dindmico da estabilidade que aparece em
capitulos posteriores.

A demanda para um grupo de mercadorias

Valor e Capital tomara seu lugar na histéria ao lado das
obras cléssicas de Cournot, Walras, Pareto e Marshall. Como este
ultimo, Hicks conseguiu manter uma formidavel andlise matema-
tica fora de evidéncia e trancafiada em apéndices, assegurando
esse modo uma platéia muito mais ampla para sua obra do que
seria possivel de outra forma. Esse tour de force tornou-se possivel
em grande medida pelo repetido uso do ja mencionado teorema refe-
rente & demanda de um grupo de mercadorias quando seus pregos
variam todos na mesma propor¢do. Estamos agora em posicdo de de-
duzir esse teorema rigorosamente, de uma forma mais geral.

Quando um grupo de precos, digamos (p;, ..., Py), S€ Mmove em
conjunto, é natural definir-se uma nova mercadoria, X;, pela relagdo

X1 = PiXy + PoXp * .+ Pp X (59)

De maneira estrita, ndo estamos assim capacitados a substituir n mer-
cadorias por (n — r + 1) mercadorias. Estamos simplesmente modifi-
cando nosso esquema de referéncia e, por conseguinte, ndo podemos
perder dimensdes ou graus de liberdade na operac&o. Nossa transfor-
macao completa de quantidades pode ser dada por

dp; %2 .. pp 0 ..00

X = O Ox (60)
00 o I 0

Aqui simplesmente definimos todas as mercadorias menos uma como
sendo exatamente idénticas a anteriormente;8 a primeira mercadoria

86 Essa é apenas uma em um numero infinito de transformagdes possiveis que servirdo para
0 presente propdsito.
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foi substituida pela nova mercadoria composta. A variavel contrava-
riante de preco tem entédo que satisfazer a equacéo

0..0

(61)

ol
1
N
o
=
N

A
©

de modo a deixar Zpx = ZpX. Ainda que (n — 1) mercadorias sejam
as mesmas de antes, seus pre¢os tém que ter variado. 1sso ndo parecera
estranho se lembrarmos que um preco ndo € uma propriedade de um
bem independentemente do esquema de referéncia envolvido. De fato,
€ bem possivel que os precos ou as quantidades se tornem negativos,
apesar de X px conservar seu sinal original.

Se agora modificarmos os pregos (p;, ..., P;) Na mesma proporgao,
A, mantendo-se constantes (p, + 1, ..., p,), pode-se demonstrar por di-
ferenciagéo explicita, d; / dA, que nas novas coordenadas prego-quan-
tidade somente p, muda, mantendo-se constantes todos os outros p.
Conseqlientemente, se esse preco varia, e se a renda varia de modo
tal a manter constante a utilidade, entdo

dx
Tﬁi = K, < 0. (62)
lgualmente,
K Ky, — K,2 > 0 etc,, (63)

de forma que todas as propriedades das fun¢des de demanda dadas
no capitulo precedente sdo satisfeitas.

Assim, a demanda de um grupo cujos precos relativos sao
invariantes satisfaz as mesmas desigualdades que no caso de um
Unico bem.
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Esse é o teorema fundamental de Hicks.87 Pode ser facilmente
ampliado, de modo que nos permitira trabalhar com s(<n) bens com-
postos. Seus termos de substituicédo constituem uma forma quadratica
definida negativa.

Trata-se de um teorema muito Util. Ele estabelece que qualquer
grupo de mercadorias cujos pregos relativos se mostram invariantes
pode ser considerado uma Unica mercadoria, e que se pode tracar curvas
de indiferenga com menos dimensdes, curvas essas que terdo todas as
propriedades costumeiras das curvas de indiferenca. Assim todas as
mercadorias menos uma podem ser agrupadas, formando uma sé mer-
cadoria que Hicks chama “moeda”; pode-se entdo tracar curvas de in-
diferenga céncavas entre o bem em questdo e a “moeda”.88

Pareceria que isso envolve um uso muito forgado do termo “moe-
da” e que isso quase certamente vai provocar confuséo.8® De forma
muito adequada, quando Hicks posteriormente discute assuntos mo-
netarios, rejeita essa primeira nogao.

O problema geral das mercadorias compostas ou agregadas

Quando se examina cuidadosamente qualquer sistema econdmico,
verifica-se que ele consiste em um ndmero quase incalculavel de va-
riaveis. E quase uma necessidade — se se quer avancar na analise —
simplificar artificialmente as coisas, de forma a reduzir a quantidade
de variaveis com que se vai lidar. Consegue-se isso de muitos modos
diferentes. Alguns autores se recolhem a um mundo de uma ou duas
mercadorias, para conseguir resultados mais precisos; o castigo disso
estd na dificuldade em estabelecer a relagédo entre o construto simpli-
ficado e a realidade complexa. Isso, contudo, pelo menos é um modo
honesto de proceder. Outros autores pretendem contar com todas as
vantagens: trabalhar s6 com umas poucas variaveis e ao mesmo tempo
manter um ar de realismo e verossimilhanca.

Aqui também diversas artimanhas se oferecem ao pesquisador.
(1) Ele pode recorrer a coeteris paribus. (2) Ele pode fixar-se numa
firma ou familia representativa, fazendo mais ou menos o que todas

87 Provado em seu Mathematical Appendix, pp. 311-312, como conseqliéncia de sua sexta
regra referente aos termos de substitui¢do. Todas as seis regras estédo contidas na assertiva
de que h'[X;] h é uma forma quadratica definida ndo positiva de ordem (n — 1), que se
anula para valores de h proporcionais aos pregos, sendo essa uma conseqiiéncia imediata
das condi¢des principais de equilibrio e das condicfes secundarias que garantem um valor
extremo restrito.

88 Value and Capital, p. 33, et pas., diagrama da p. 39. Ver também HART, A. G. “Peculiarities
of Indiference Maps Involving Money”. In: Review of Economic Studies. VIII, 1941, pp.
126-128.

89 Um exemplo é dado por um autor que interpreta Hicks literalmente e, confusamente,
tenta lancar luz sobre o “intervalo inflacionario” por meio de um diagrama de indiferenca
no qual a moeda é tomada como receptaculo para todas as mercadorias menos uma.
REDER, M. W. “Welfare Economics and Rationing”. In: Quarterly Journal of Economics,
v. LVII, 1942.
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as outras fazem. (3) Ele pode também trabalhar com certas grandezas
compostas ou agregadas, tais como fardos de producdo, trabalho “so-
cialmente necessario”, “unidades de salario”, custo de vida, produto
nacional real etc.

E o terceiro artificio que nos interessa aqui. N&o h& nada de
intrinsecamente repreensivel em trabalhar-se com tais conceitos agre-
gados. Ao contrario, abstrair-nos da complexidade constitui um processo
de pensamento necessario. Ademais, o arranjo mais geral de equilibrio
necessariamente fica muito aquém do total real de todas as variaveis
econdmicas possiveis. E importante porém darmo-nos conta das limi-
tacBes desses agregados e analisarmos a natureza de sua construcao.

Em termos gerais, substituimos uma certa quantidade de varia-
veis por uma Unica variavel, conforme duas condi¢bes diametralmente
opostas. De acordo com a primeira, cada uma das varidveis tem o
mesmo efeito (exceto possivelmente com relacéo a diferencas de escala,
gue desaparecem na redefini¢do) sobre todas as fungdes econdmicas
em debate. Nesse caso, elas podem ser somadas e tratadas como uma
s6. Assim, poderiamos definir como a mesma mercadoria todos os bens
que tém exatamente a mesma influéncia sobre os campos de preferéncia
de consumo e sobre as fungdes de producéo, que sé@o, por assim dizer,
infinitamente substituiveis. Na pratica, ater-nos rigidamente a subs-
titutilidade perfeita poderia nos levar ao resultado inutilizavel de que
ndo existem duas coisas que sejam exatamente iguais. Consequiente-
mente, bens que ndo diferem de forma significativa (com relagdo ao
proposito em foco) sdo tratados como idénticos.

Na verdade, esse caso de substitutibilidade é apenas um exemplo
do teorema matematico mais geral segundo o qual a anulagéo idéntica
de um jacobiano, ou de todos os seus subdeterminantes de uma dada
ordem, implica a existéncia de rela¢es funcionais entre conjuntos das
variaveis, de modo que muitas delas podem ser postas de lado com-
pletamente. Esté claro, a partir da teoria da fungdo implicita, que tais
simplificacdes s6 sdo possiveis no caso em que o sistema original era
indeterminado.®® Isso pode ou ndo constituir um problema. E se as
variaveis que sao exteriores ndo puderem receber valores determinados
mediante o sistema de equagdes que define o equilibrio? As variaveis
indeterminadas podem constituir uma questéo de indiferenca para o
economista. Assim, tomemos qualquer sistema determinado de bens
econdmicos. Seja cada unidade de um tipo de bem marcada com um
numero de série invisivel e perguntemos quantas unidades marcadas
com numeros impares serdo compradas por um dado consumidor. E
claro que a resposta ¢é indeterminada, mas também desprovida de qual-

90 Isso tem que ser precisado. Nossas equagdes de equilibrio originais podem estar contidas
num conjunto de equacdes ainda mais amplo, de forma que o total seja determinado, mas
o subconjunto original tomado em si mesmo n&o o seja.
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quer possivel interesse. Se os consumidores tivessem preferéncias quan-
to a diferentes nimeros de série, as curvas de indiferenga seriam afe-
tadas por esse fato e iriamos dispor de mais equacgdes para determinar
a alocacéo final. E note-se que mesmo no caso de indiferenca completa
a alocagéo final ndo é realmente indeterminada em qualquer ocasiéo
em particular. Sucede apenas que os fatores determinantes, que s&o
tomados como devidos ao “acaso” pelo economista, seriam de um carater
diferente.

Ao contrario da primeira condi¢do, mediante a qual as variaveis
sdo agrupadas porque sdo infinitamente substituiveis, no extremo opos-
to combinamos variaveis que apresentam uma relagéo invariante per-
feita entre si. Um exemplo notavel é a classica “dose” de trabalho e
capital aplicada a terra. Aqui também os economistas normalmente
relaxam a exigéncia rigida de perfeita colinearidade, em favor de uma
aproximacgdo. Consequientemente, a justificativa mais primitiva para
um construto de nivel de preco é dada pelo fato indiscutivel de que
os precos de fato geralmente sobem e descem mais ou menos nas mes-
mas proporgoes.

Geometricamente isso difere do primeiro caso, em que as curvas
de indiferenca ou isoquantas sdo linhas retas. Aqui os contornos séo
linhas quebradas cruzando-se em angulo reto de modo tal que os bens
ou fatores se combinarédo por escolha 6bvia nas proporcoes dadas quase
independentemente das relagdes dos pregos. Ao contrario do agregado
de bens de Hicks, a composicéo fisica é a mesma, independentemente
dos precos relativos.

De todas as grandezas compostas, talvez a mais interessante
para o tedrico seja a de um indice de custo de vida ou de um indice
de consumo. Um indice desses é elaborado para atender certas exi-
géncias especiais e ndo tem que ser satisfatério para outros fins. Em
particular, ndo necessita representar o desideratum do ponto de vista
das perguntas que Jevons e outros pioneiros da utilizacdo de indices
procuraram responder. Ainda assim, a teoria desses indices é de algum
interesse em si mesma e porque no decurso da pesquisa desses indices
0s economistas inadvertidamente trope¢aram com certas relagdes or-
dinais que sdo basicas para a economia do bem-estar e para o com-
portamento coerente do consumidor.

A teoria econdmica dos indices

Economistas como Jevons, Edgeworth, Marshall, Allyn Young,
Warren Persons, Irving Fisher, Edwin Frickey e outros deram sua
contribuicdo para aquilo que pode ser chamado de teoria estatistica
dos indices. Mas o que acabou sendo chamado de teoria econdmica dos
indices trata de assuntos bem diferentes. Foram muitos os economistas
que contribuiram para essa teoria. Uma lista apenas parcial conteria
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os nomes de Wicksell, Konus, Bortkiewicz, Bowley, Haberler, Pigou,
Keynes, Staehle, Leontief, Allen, Lerner, Frisch e Wald.o!

Com excegao de Leontief, todos esses autores estao indevidamente
preocupados com o problema do indice de prego, em vez de se ocuparem
com a questdo mais fundamental para a qual ele é apenas uma resposta
parcial e algo arbitraria. O problema fundamental sobre o qual toda
a andlise se assenta é o de determinar, simplesmente a partir de dados
referentes a preco e quantidade, qual de duas situacfes se situa no
ponto mais elevado da escala de preferéncia de um individuo. Esse
problema admite uma resposta parcial se forem atendidas certas su-
posicdes rigidas.

Supde-se que existe apenas um individuo, cujos gostos ndo se alteram
no periodo em foco, ou, se houver mais que um, que seus gostos s&o
idénticos. N&o € necessério supor que o regime de mercadorias seja o
mesmo nas duas situacdes, desde que sigamos a convengao de estabelecer
no infinito o preco de qualquer bem que nédo se encontre disponivel. Quais-
quer que sejam os precos indicados, presume-se que o individuo compre
tanto ou t&o pouco dos bens quanto quiser. Isso descarta fendmenos como
0 racionamento e o monopsdnio. Normalmente, faz-se uma comparagdo
entre duas situa¢des que diferem no tempo, mas podemos igualmente
comparar duas situacdes diferentes sob qualquer aspecto, como no caso
das comparacfes entre o custo de vida em duas regides.

Nossos dados fundamentais consistem de precos e mercadorias,
incluindo servigos produtivos que podem ser tratados como mercadorias
negativas, nas duas situacgdes, representadas respectivamente por (P2,
Xa) e (PP, Xb), onde essas sdo notagdes taquigraficas para os precos e
quantidades de n bens. E claro que, se conhecemos completamente
todo o campo de preferéncia do individuo, podemos simplesmente inserir
nele as duas quantidades de mercadorias e ver qual a melhor ou se
sdo indiferentes. Uma vez que ndo conhecemos o campo, nosso problema
é ir tdo longe quanto possamos com o que conhecemos.

Se para 0 momento nos restringimos aos dados sobre quantidade,
normalmente ndo podemos dizer qual das duas situagdes é a melhor.
Contudo, dentro da circunstancia excepcional em que uma das situagdes
contém mais de algum dos bens do que a outra, e ndo menos de qualquer
dos outros bens, entdo esta claro qual é a melhor. Tomando a situagdo
A como nosso ponto de referéncia, e pensando no caso mais simples
de duas dimensdes, podemos sem sombra de duvida dividir todo o
espaco das mercadorias em quatro regides com relacdo a Xa, fazendo
duas linhas perpendiculares, uma horizontal e outra vertical (Que n&o
aparecem na figura), ter sua interse¢do nesse ponto. Tratando esse
ponto como a origem, podemos sem duvida classificar todos os pontos

91 Pode-se fazer referéncia ao artigo de FRISCH, R. “Annual Survey of General Economic
Theory; The Problems of Index Numbers”. In: Econometrica. 1V, 1936, pp. 1-38; e também
ao artigo de LEONTIEF, W., da mesma edi¢do. Os primeiros volumes da Review of Economic
Studies podem ser consultados para outras discussdes.
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do quadrante nordeste como melhores do que Xa e todos os pontos do
guadrante sudoeste como francamente piores. Mantemo-nos na igno-
réncia com relagdo aos pontos no interior dos outros dois quadrantes.
Neles, mais de uma mercadoria foi adquirida as expensas de menos
de outra, e, até que tenhamos mais informacdes a respeito do campo
de preferéncia, é s6 até ai que podemos ir.

Mas deveria ser possivel utilizar nossas informagdes sobre prego.
Se se supde que o individuo esteja maximizando seu campo de preferéncia
ordinal sujeito a relagéo de orcamento dada, podemos ter certeza de que
0 ponto X2 ¢ melhor (ou ndo pior) que qualquer ponto entre o lugar geo-
métrico do orcamento e os eixos. E que todos esses pontos estavam &
disposicéo do individuo na situagdo inicial, e ele no entanto preferiu

Regido de Ignorancia na Analise dos Indices

Xz

X,

escolher Xa. Segue-se que para todos esses pontos
U(X) < U(Xa). (67)

Dessa forma reduzimos a regido de nossa ignorancia, mas nao
completamente.

Note-se que as duas situagdes ndo foram simetricamente tratadas,
com A sendo sempre o ponto de origem. Pode acontecer que Xa fique
dentro da linha de orgamento do ponto Xb. Supondo por enquanto que
o campo de preferéncia completo fosse conhecido, para quais valores
de XP isso seria possivel? Aplicando a exigéncia de que Xa tem que
custar menos que XP aos precos PP, o limite dessa regido sera dado
pela igualdade

IPbXa = SPbXb, (68)

Geometricamente, esse lugar é o resultado da rotacdo da curva de
orcamento em torno do ponto X2 e da determinac&o para cada posi¢éo
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do ponto onde ela toca a curva de indiferenca mais alta, a qual ela é
claramente tangente. Se ligarmos todos esses pontos teremos a familiar
curva de oferta. Todos os pontos acima dessa curva de oferta sdo in-
discutivelmente melhores que X&, no mesmo sentido que todos os pontos
abaixo da curva de or¢amento de X2 sdo indiscutivelmente inferiores
a Xa, (Deve-se enfatizar que o conhecimento de dois pontos ndo nos
da esse lugar de forma como da todos os limites anteriores. Contudo,
dados dois pontos tais, sempre seria possivel decidir onde X°se localiza
com relagdo a Xa)

Agora reduzimos ainda mais nossa ignorancia. Na verdade é so
até ai que podemos ir com base nos dados fornecidos. Note-se que 0s
antigos limites de nossa ignorancia, ditados exclusivamente pela uti-
lizac&o dos dados referentes a quantidade, tornaram-se obsoletos diante
das informagdes auxiliares sobre os precos.

Percorremos um longo caminho, mas ainda resta uma zona pre-
cisa de escuriddo — o0 espago entre as duas linhas mais cheias. Eu
gostaria de afirmar com toda énfase possivel que essa indeterminacéo
final é intrinseca e inerente. Nenhuma quantidade de engenhosidade
pode remové-la, ja que ela esta enraizada nas propriedades fundamen-
tais de convexidade do campo de indiferenga, ou, mais precisamente,
na coeréncia do comportamento do individuo. E importante provar isso
de forma rigorosa, ja que é caracteristico dos textos sobre indices tentar
procurar limites dentro dos quais deve estar a verdade, sem ao mesmo
tempo investigar se esses sdo ou ndo os melhores limites possiveis.
Ademais, os préprios limites as vezes sao obtidos mediante aproxima-
¢Bes especiais, como quando se desprezam os “quadrados de pequenas
guantidades” etc.

Para nos assegurarmos de que esses sdo de fato os melhores
limites possiveis dentro das circunstancias, suponhamos que alguém
proponha limites mais estreitos. Uma vez que nosso campo de prefe-
réncia € arbitrario, exceto possivelmente no que diz respeito a certas
propriedades de curvatura, podemos tracar a verdadeira curva de in-
diferenga passando por Xa de forma a contradizer qualquer resultado
mais definido. Se o autor da proposta afirma que um dado ponto na
regido de escuriddo é pior de que Xa, podemos fazer a curva de indi-
ferenga passar abaixo daquele ponto, mas acima do limite correto, de
modo a tornar invalida essa afirmagéo. De forma semelhante, pode-se
demonstrar que a afirmacdo oposta ndo tem validade universal. (En-
tenda-se, é claro, que “nds” ndo alteramos realmente o campo de in-
diferenca da unidade econdmica em foco; mas “n6s” podemos achar um
campo coerente para o qual o resultado dado é valido.) Onde as curvas
de oferta se voltam para tras, podemos, a partir das consideragdes de
guantidade, exclusivamente, estender nossas fronteiras ao longo das
linhas pontilhadas indicadas na figura.
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Para campos de indiferenga bem-comportados com as derivadas
continuas adequadas, a curva de oferta que da o limite superior da
regido escura sera tangente a curva de indiferenca que atravessa Xa
e ao limite inferior do orcamento que passa por Xa. Mesmo que exista
um angulo na curva de indiferenga em X2, tem que haver tangéncia
generalizada, no sentido de contato em dire¢do a regido superior e sem
que haja cruzamento do envoltério pela curva. Pode-se sentir a tentacéo
de dizer que a regido de indeterminagéo estreita-se até constituir um
ponto na vizinhanga de X2, mas nada se ganha com isso. Ndo obstante,
0s matematicos serdo tentados a considerar desenvolvimentos de Taylor
na vizinhanga do ponto Xa e a desprezar os termos de ordem superior.
Talvez haja alguma utilidade estatistica empirica no manuseio dos
dados orcamentarios que se encontram nesse proceder e que foram
ligados aos nomes de Bowley e Wald.

Do ponto de vista fundamental, porém, ndo se pode escapar do
fato de que para qualquer movimento finito, por menos que seja, per-
manece uma regido de ignorancia; essa regido pode se reduzir a medida
que o tamanho do movimento diminui mas nunca desaparece, exceto
no caso trivial de movimento que tende a zero.92 Assim, nada ha a se
lucrar para a finalidade presente com seguir-se o procedimento de Di-
visia®® de trabalhar com diferenciais ou infinitesimais. O fato de que
eles evitam dificuldades ligadas a reverséo de tempo e dos fatores néo
constitui indicagdo de sua superioridade, mas do fato de que se desviam
das dificuldades intrinsecas do assunto.

Examinando as somas dos valores podemos as vezes, porém nao
sempre, afirmar claramente se uma situacdo é pior do que a outra.
Mas nunca podemos afirmar por esses meios que duas situagdes sdo
igualmente desejaveis. De fato, como ficard evidente a partir do que
serd debatido mais tarde, o conhecimento dos precos e quantidades
em um numero finito de pontos ndo permite determinar a igualdade
de dois pontos; mas no limite, a medida que o nimero de pontos se
torna infinito, podemos, em condicdes favoraveis, determinar pontos
de indiferenca.

Esse resultado pode ser obtido considerando-se as informacdes
adicionais propiciadas por um terceiro ponto. Temos agora trés pares
de pontos, e pode resultar que dois quaisquer deles, quando submetidos
a prova de nossas somas de valores computados, déem uma resposta
precisa. Nesse caso, cada par pode ser considerado em si mesmo, sem
se pensar no terceiro ponto. E claro que, a partir do debate contido

92 Podera valer a pena mencionar que mesmo o conhecimento da curvatura da curva de
indiferenca em X2 ndo nos permitird estreitar nossa regido de ignorancia. Permitir-nos-a
afirmar com confianca que a curva de indiferenga se aproximara arbitrariamente do circulo
osculador, mas as saidas para qualquer pequeno movimento finito podem ser de qualquer
sinal e de qualquer grandeza.

93 DIVISIA, F. Economique Rationnelle. Paris, 1928.
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no capitulo V, teré ficado evidente que um campo de preferéncia ordinal
coerente nunca pode dar provas contraditérias, afirmando que A é me-
lhor do que B, que é melhor do que C, sendo este ao mesmo tempo
melhor que A, ja que as relacdes de utilidade ordinal sdo transitivas.

Mas as relacfes que exprimem situagdes melhores ou piores, con-
forme revelam as somas de valores, ndo séo transitivas; é por isso que
em outra parte eu propus uma nova notagdo para representar a pre-
feréncia “revelada” nesse sentido especial. Assim, se nossas somas de
valores ddo um resultado definido tal que

TPaxb < Fpaxa, (69)
esse fato pode ser representado pelo simbolo
Xb(Q Xa, (70)
Uma vez que
Xb(2 Xa implica  U(XP) < U(X3), (71)
e isso por sua vez implica
U(Xa) & U(Xb), (72)

para evitar uma contradicéo légica, temos que ser capazes de formular
0 teorema

Xb(® Xa implica Xa @) Xb.
Mas isso ndo é a mesma coisa que a assertiva sem sentido de que
Xe € Xa implica  Xa(>) Xb, (73)
ou a assertiva incorreta de que
XeQXa e XeQXb implica Xc &) Xa (74)
O maximo que pode ser afirmado segundo a hipdtese acima é que
Xa @) Xe. (75)

Isso é muito mais fraco que a transitividade. Outra indicagéo de que
a algebra da preferéncia revelada é bem distinta da dos nimeros car-
dinais ou ordinais é o fato de que aquela igualdade ndo é definida;
conseqiientemente, dois pontos ndo podem ser colocados em uma das
trés categorias: A pior que B, ou B pior que A, ou os dois igualmente
bons. Tudo que podemos dizer é: ou A revela ser pior que B, ou B
revela ser pior que A, ou ndo existem indica¢fes num ou noutro sentido.
Trata-se de categorias mutuamente excludentes somente se estiver pos-
tulado um campo de preferéncia coerente.

E precisamente por essa falta de transitividade que o conheci-
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mento de um terceiro ponto pode auxiliar numa comparacéo entre dois
pontos dados. Nossas somas de valores podem néo fornecer qualquer
indicac@o com respeito aos pontos X2 e X¢ tomados por si mesmos, mas
um ponto intermediario Xb pode servir para indicar sua verdadeira
relagdo ordinal reciproca. Estamos agora em posicdo de indicar em
gue medida os pontos XP e Xc¢ podem reduzir nossa ignorancia com
relacédo a Xa.

Se ambos os pontos adicionais se localizam em nossa regido es-
cura, ndo estamos em situacdo melhor do que a de antes. Mas se X
esta na regido superior de certeza com relagdo a X2, e se Xc estd na
regido superior de certeza com relagdo a X, entdo mesmo que Xc esteja
na regido de incerteza de Xa, pode-se ainda dizer com certeza que é
melhor que Xa. Portanto, diminuimos nossa regido de escuridédo. Quanto
essa regido pode ser reduzida no caso mais favoravel?

A partir da geometria do problema, pode-se mostrar que Xt tem
gue estar na curva de oferta de Xapara que se obtenham os resultados
mais favoraveis. Passamos entédo ao tragado da curva de oferta passando
por Xb, Ela atravessara a curva velha e portanto reduzira nossa regiéo
de ignorancia, uma vez que cada ponto acima da nova curva de oferta
é sem duvida melhor que Xa. Se agora deixarmos Xb assumir todas as
posic¢des da velha curva de oferta, poderemos duplicar o processo quan-
tas vezes quisermos, obtendo assim uma familia de novas curvas de
oferta de um parametro. O envoltorio inferior dessa familia de curvas
nos dara o novo limite superior de incerteza.

Da mesma forma, podemos conseguir um limite inferior melhor
deixando que Xb viaje ao longo da linha de orcamento original, gerando
a cada ponto uma nova linha de orgamento, ou uma familia de um
parametro de tais linhas. O envoltério superior dessa familia de linhas
€ nosso novo limite inferior. Nossas novas fronteiras tém necessaria-
mente que estar dentro das velhas, mas ainda fica uma regido escura.

Se adicionarmos um quarto ponto, poderemos reduzir nossa ig-
norancia ainda mais; da mesma forma com um quinto ponto. E intui-
tivamente claro que os limites nunca irdo se encontrar se 0s pontos
forem em ndmero finito, mas no limite, @ medida que o nimero de
pontos se torna infinito, as fronteiras superior e inferior tendem a um
limite comum, que, naturalmente, é a curva de indiferenca que passa
por Xa, Os pontos ao longo dessa curva, e somente esses pontos, nunca
poderdo encontrar lugar numa corrente finita de pontos que serve para
relaciona-los de forma desprovida de ambigiliidade a situagéo inicial.
Assim, com uma infinidade unidimensional de pontos, qualquer curva
de indiferenca pode ser tragada. Com uma infinidade de pontos nas
duas dimensdes, todo o campo de indiferenca pode ser determinado.
De fato, com essa quantidade de conhecimento podemos dispensar com-
pletamente a preferéncia revelada e, ao invés disso, integrar comple-
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tamente nossos elementos de inclinagéo a cada ponto em uma familia
de curvas de indiferenga de um parametro.

A discusséo acima se ocupa com o estreitamento de nosso campo
de ignorancia dentro das melhores circunstancias. Na pratica, néo pre-
cisaremos conseguir tanto, nem de longe. Um exemplo é dado pelo
caso encontrado com freqUéncia em que conhecemos toda uma linha
de orcamento (o caminho do dispéndio, a curva renda/consumo etc.),
dando o comportamento das varia¢gdes em todas as mercadorias com
a ocorréncia de variagdes na renda monetaria, mas com os pregos inal-
terados. Essa situacdo é dada por observagdes do comportamento de
pessoas mais ou menos semelhantes, todas diante dos mesmos pregos
mas diferindo com relacdo ao gasto total.

Isso ndo so6 é de consideravel importancia estatistica, como tam-
bém assume relevancia especial em ligacdo com a teoria econdmica
costumeira dos indices, onde se faz uma comparagéo entre duas situa-
cBes de pregco em vez de entre duas situagdes particulares prego-mer-
cadoria. Aplicando nossa analise anterior, veremos que o conhecimento
de um ndmero infinito de pontos ao longo de duas linhas de orgamento
ndo sera suficiente para determinar todo o campo de preferéncia, ou
mesmo uma Unica curva de indiferenga, ou ainda para nos permitir
fazer corresponder pontos de satisfacdo equivalente nas duas linhas
de orcamento. Se selecionarmos um ponto dado em uma linha e tra-
carmos através dele uma linha de orcamento e uma curva de oferta,
esses dois ultimos lugares geométricos irdo dividir a outra linha de
orcamento em trés partes. A parte inferior consistira de pontos piores
que o ponto inicial, a parte superior consistira de pontos melhores que
aquele ponto, enquanto a parte intermediaria constituird nossa area
de indeterminagao.

E claro que guanto mais proximas estiverem as duas situagdes
de prego, menor sera a indeterminacéo. Portanto, podemos reduzir nos-
sa ignoréancia mediante o conhecimento de muitas linhas de orgamento
intermediarias. No limite, a medida que o nimero de linhas de orga-
mento se tornar infinito de modo tal a fazer diminuir indefinidamente
a distancia entre elas, estaremos nos aproximando do campo de indi-
ferenga completo.

As somas de valores consideradas até aqui apresentam, todas
elas, a desvantagem de poderem fornecer resultado indeterminados.
Teremos que tolerar isso se for necessario, mas primeiro temos que
determinar se ndo é possivel idealizar um indice de quantidade, cal-
culavel somente a partir dos pregos e quantidades de todas as merca-
dorias, que seja um indicador infalivel da utilidade ordinal. Nao po-
deremos encontrar uma férmula magica que tenha essas propriedades
qguando aplicada a qualquer campo de preferéncia, ou pelo menos aque-
les de convexidade apropriada?

A resposta é ndo. Até agora ninguém criou tal fdrmula e o seguinte
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raciocinio ma