UNIDADE 3 —PRE-CALCULO

Unidade 3

Objetivo: Desenvolver conceitos de matematica necessarios
ao entendimento e dominio das ciéncias fundamentais,
aplicado as Engenharias, desenvolvendo habilidades e
destreza na resolucao de problemas que envolvem conceitos
de razdes trigonométricas no triangulo retangulo e na
circunferéncia trigonomeétrica.

3.1. Relacodes trigonométricas no triangulo retangulo

Raz0es trigonométricas sao as razoes entre dois lados de um
triangulo retangulo, relacionado com um dos angulos agudos
internos.

Considerado que num triangulo retangulo um dos
angulos tem 90°, e que a soma dos angulos internos, em
qualquer que seja o triangulo, € 1809, conclui-se que a soma
dos dois angulos agudos € 909°,

A soma dos angulos internos de qualquer triangulo
é sempre 180°!

o+ [3 + 90° 180°
a+P = 90°

A soma dos dois angulos agudos de um triangulo
retdngulo é sempre 90°!

OL+B = 9(°



http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/unidade30.html
http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/animaSomaAng.gif

O numero de lados de um tridangulo € 3 e o nUmero de razoes
2 a 2, com 3 elementos € um arranjo de 3 elementos,
tomados 2 a 2 é igual a A(3,2)=3!/(3-2)! = 6. Portanto o
numero de razoes trigonométricas num tridngulo retangulo
é seis. A cada uma das seis razoes é atribuido um nome que
estd relacionado a apenas um dos angulos agudos.

O fato dos dois angulos agudos, que vamos chamar de
a e B serem complementares a 909, faz com que os seis
valores das razoOes relacionadas ao angulo a se repitam ao
se obter as seis razoes relacionadas ao angulo B da seguinte
forma quando (a + f=909)

Veja a animacgao a seguir, e compare as razdes que estao na
mesma linha.

Veja as 6 razoes trigonométricas do triangulo
retangulo, com relagdo ao angulo .

senf= — @7 — COSCB = . ou !
= oy senp
©sp= A sy = frou dy
— Op
tgaB = “Ad = Ad 1
cotg g ou
oy tg B

Acesse o0 objeto de aprendizagem com um clique sobre a
prépria figura. Na pagina que ird abrir, movimente o ponto
identificado como “MudarAngulo®.

https://www.geogebra.org/m/pnayggua



https://www.geogebra.org/m/pnayqgua
http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/anima_RalacoesTrigo_Triangulo.gif

Movimente o ponto vermelho, observe e compare os valores do seno e do cosseno dos dngulos a e § que s3o complementares
5.22
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Para praticar mais efetue as atividades do endereco a sequir.

Cursos v Pesquisar Q N# Khan Academy Facaumadoacic Entrar Cadastrar-se

Matematica
Trigonometria

‘n Trigonometria com tridngulos retangulos
-

Relacoes trigonométricas e semelhanca

: Introducao as razoes trigonométricas Seno e cosseno de angulos complementares
Como calcular a medida de um lado de um triangulo re. Razdes trigonométricas de tridngulos especiais
Como calcular a medida de um angulo de um triangulo. - Introducio a identidade trigonométrica Pitagérica

Modelagem com triangulos retangulos Razoes trigonomeétricas reciprocas

Fonte> https://pt.khanacademy.org/math/trisconometry <Acesso em
16/06/2020>

3.2. Circunferéncia trigonomeétrica

Circulo trigonométrico ou ciclo trigonométrico


https://pt.khanacademy.org/math/trigonometry
https://www.geogebra.org/m/pnayqgua
https://pt.khanacademy.org/math/trigonometry

A circunferéncia trigonométrica € uma circunferéncia de raio
unitario, onde seu centro é a origem de um plano cartesiano
em que, o eixo vertical ou das ordenadas(y) é chamado de
eixo dos senos e o eixo horizontal ou das abscissas(x) é
chamado de eixo dos cossenos(x).

¥
1

Eixo dos senos

Eixo dos|cossenos
1 Q) 1 £

-1
W

Entre as unidade de medida dos angulos destacam-se os
graus e radianos. Assista o video a seguir para rever o
radiano.

4y Comprimento
do arco =1 raio
Arco= 1 radiano
y 257,3°

o

A
Y

-1 1 raio 14

Endereco do video:


http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/define_radiano.mp4

http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/define radiano.mp4

Assista o video a seguir para rever as relagdes
trigonométricas dos pontos da circunferéncia unitario.

Circunferéncia trigonomeétrica
-

1

Ponto(cosa, senat)

Além dos eixos do seno e cosseno, no ciclo trigonométrico
também tem os eixos da tangente e cotangente.

O eixo da tangente O eixo da cotangente
Y
i 1
| 1 | 1
-1 -1
-1 -1



http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/define_radiano.mp4
http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/Ciclo_trigonometrico.mp4

Tangente de a. E a medida do segmento que vai ~ Cotangente de a. F a medida do segmento que
do ponto (1, 0) até o ponto de interseccao da  vaido ponto (0, 1) até o ponto de intersecgao da
semi reta s com o eixo das tangentes. semi reta s com o eixo das cotangentes.
L 1
A
-1 0 1
-1
-1 -1

B Cossecante de a. F a medida do segmento que vai da
Secante de a. E a medida do segmento que vai da

origem até o ponto de interseccdo da semiretas  Origem até o ponto de intersecgao da semi reta s
com o eixo das tangentes

com o eixo das cotangentes.
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3.3 Relagoes trigonomeétricas
fundamentais e derivadas



trigonométrico

COres

:s de animacoes e utilizacao de

Relagdes trigonométricas fundamentais, com o teorema de pitagoras

cosa

SCCOl

Relacdo fundamental - seno e cosseno

1 = cos?a + sen?al
cos?a =1 - sen?a

seno
senfo=1- cos’a

Relacao fundamental - tangente e secante

. seclo =1 + tg’a
agd tg?o. = sec?a —1

sec?o — tg2o = 1

Relacdo fundamental - cotangente e cossecant
cosc’o = cotg?o + 1
cosc’a - cotg’a =1

cosc’a = cotg?a + 1

7}
a
c2 =a24b?

c? =a*t+b?



http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/relacoes-trigonometricas%20no%20circulo.mp4
http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/relacoes-trigonometricas%20no%20circulo.mp4
http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/relacoes-trigonometricas no circulo.mp4

[.7]. RelagBes trigonométricas pela semelhanga de tridngulos

A relacdo de semelhanca entre dois tridgulos existe quando possuem
as mesmas medidas de angulos. Assim, um € uma apliagdo, uma
reducdo ou é igual do outro, considerando as dimencgdes.

As razbes entre as medidas dos lados de um triangulo se mantem entre os lados
correspondentes nos tridangulos semelhantes.

1 tago
seno
]
cosol 1
Veja algumas relacoes!
senao . seno
= Egﬂ => taga =
cosa 1 coso
cosa 1 1 1
= => cosu = = =
1 seco. seco. => Secd —_—

cosa

[ 7]. RelagBes trigonométricas pela semelhanga de tridngulos

sence
|

cosa o .
cotgol

Veja algumas relacdes trigonométricas entre os triangulo acima !

cosa  _ cotguo _ cosoL
= => cotga =

senaol 1 senct

senaot

—_— 1 sen 1 1
= o =

1 o o => o _
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3.4 Lei dos senos e cossenos

A lei dos senos e dos cossenos sao utilizadas para a resolugao
de problemas praticos que podem sintetizados e representados
por um triangulos quaisquer, seja ou nao um triangulo
retangulo.



Para qualquer tridngulo as relagdes da lei dos cossenos
¢ a lei dos senos ¢ valida.
Lei dos cossenos
a’=p2 + C’_ pccosa

Lei dos senos

a —_h —_c
sena senfp sen(

Lei dos cossenos

A Lei dos cossenos é utilizada para encontrar medidas
desconhecidas a partir de outras que podem ser obtidas
através de medicoes. As medicas procuradas podem ser
representar alturas, larguras, comprimentos, profundidades,
desniveis entre outros. Porém, antes de poder utilizar esta
teoria, engenheiro precisa verificar se a situacao problema
pode ser representado por um esquema representado por um
tridngulo e que, dois lados deste possam ser medidos com as
ferramentas disponiveis, bem como o angulo entre estes lados
ou entre as direcoes representados pelos lados.

Veja o video a sequir para entender melhor que medidas
precisam ser obtidas. No video sao mostrados os trés casos
possiveis. No entanto, apenas um entre os casos € utilizado
para encontrar o terceiro lado, visto que dois ja devem estar
conhecidos no momento do célculo.



Lei dos cossenos a?=b?+c?-2bc cosa
Calcular um lado a partir de 2 lados e um angulo.

a2=b?+c2-2bccosa

c2 = bh2+32 -2ba cosO

b? =a%c2-2ac cosp
|

Aplicacao da lei dos cossenos

Na imagem a seguir a situacdao problema que ja esta
esquematizada a partir de dados de voos ja realizados.
Neste caso, as medidas dos lados dos triangulos representam
as distancias, em linha reta, entre a cidade de Ijui e as cidades
de Santa Rosa e Trés Passos, além dos angulos entre as
direcoes Ijui a: Panambi; Santa Rosa e Trés Passos. Deseja-se
saber as distancias entre: Panambi e Santa Rosa e Trés Passos
a Santa Rosa.



s

Trés Passos
o gumd

-~

Fonte: Imagem de fundo obtida no Google Maps®.

Dados para encontrar o valor de x, que representa a distancia entre
Panambi e Santa Rosa:

X2

IP2 + IT2 - 2.IP.IT.cos(a)

x2

43,82 + 103,92 - 2 x 43,8 x 103,9xcos(75,6°)
x2 =43,82 + 103,92 - (2 x 43,8 x 103,9x0,2486899)

x2=10450,164

x=(10450,164)%5 = 102km.

y2 = IS2 4 IT2 - 2.IS.IT.cos(p)
y2=80,22 + 103,92 - 2 x 80,2 x 103,9xcos(43,7°)
y2=80,22 + 103,92 - (2 x 80,2 x 103,9x0,72296715)

y2=5178,597584

y= (5178,597584)(1/2) = 72km.




Lei dos senos
Assista o video a seguir.

a b _ c
sena  genf3 senf
Calcular 1 lado tendo 2 angulos e 1 lado.

Lei dos senos :

Aplicacao da lei dos Senos.

A imagem a seguir apresenta o esquema de uma situacao,
onde lei dos senos pode ser utilizada. As distancias, em linha
reta, entre as ilhas Trés Irmas, Ilhas Moleques do Sul e Ilha de
Coral.

FULESGES

F Trésirmas

() Ilhas Moleques
do Sul

°G

@ Guardado
g4 Embau beach

lIhalde Coral



http://www.projetos.unijui.edu.br/matematica/pre-calculo/pagina/reserva/lei_dos_senos.mp4

6+40,83°+97,31°=180°

6=180°- 40,83°- 97,31° = 41,86°
7,84 _ da d2
sen(41,86°) sen(97,31°) sen(40,83°)

Aplicando a propriedade do produto dos meios € igual ao
produto dos extremos os dois primeiros termos temos:
7,84km d:
sen(41,86°) sen(97,31°)

di. sen(41,86°)=7,84km x sen(97,31°)
di= 7,84km x sen(97,31°)/ sen(41,86°)
d:1=7,84km x 0,901872/ 0,667312765
d1=10,6km.

Aplicando a propriedade do produto dos meios € igual ao
produto extremos com o primeiro e o ultimo termo da
igualdade:

7,84 _ d1 d>

sen(41,86°) sen(97,31°) sen(40,83°)

7,84 d>

sen(41,86°) sen(40,83°)

d2. sen(41,86°)=7,84km x sen(40,83°)
d2= 7,84km x sen(40,83°)/ sen(41,86°)
d2=7,84km x0,653816876 / 0,667312765

d2=7,68km.



Acesse 0s objetos de aprendizagem do endereco a seguir para
explorar as relagdes trigonométricas no ciclo trigonométrico.

Explore seno e cosseno no Geogebra

Mova o ponto vermelho e observe o que acontece com os
dados apresentados.

Arraste o ponto vermelho sobre a circunferéncia, no sentido anti-horario.
Observe 0s sinais do cosseno em cada quadrante,

4=

P> (:0.74,087) P' = (0.74,0,67)

222 41°
cos (£22.41°) =074

‘1u1={-0.?4, -0.

https://www.geogebra.org/m/dksuxyka

Explore o seno no Geogebra.


https://www.geogebra.org/m/dksuxykg
https://www.geogebra.org/m/dksuxykg

Arraste o ponto vermelho sobre a circunferéncia,

Observe os sinals do seno.em cada quadrante q

P=(cos a, sen a)=(-0.87, 0.49

no sentido anti-horario.

P, =(0.87, 0.49)

-1 ,0_5’
sen(150.45°) = 0.49 150.45°
g 0.5 0 0.5
c0s(150.45°) = -0.87
-059
Ry =(-0.87,-0 49)—/*3‘0 87, -0.49)

https://www.geogebra.org/m/dksuxyk

g

Explore a tangente no Geogebra.

Arraste o ponto vermelho no sentido anti-horario.

Observe os valores e o sinal da tangente em cada quadriante.

1

a=0284rad

sen(0.84 rad)=0.75
€0s(0.84 rad)=0.66

sen(0.84 rad)

tg(0.84 rad) = (;S(Oﬁiad) =:1:13

tangente

-1

https://www.geogebra.org/m/k7zgkpkz

Explore a secante no Geogebra.



https://www.geogebra.org/m/dksuxykg
https://www.geogebra.org/m/k7zgkpkz
https://www.geogebra.org/m/dksuxykg
https://www.geogebra.org/m/k7zgkpkz

Arraste o ponto vermelho no sentido anti-horario.
Observe os valores e o sinal daAsecante em cada quadriante

sen(0.85 rad)

t8(0.85 rad) = (0,85 rad)

=1.14

1
cos(0.85 rad)

sec(0/85 rad) =
tangente

-1

-1

https://www.geogebra.org/m/k7zgkpkz

Explore a cotangente no Geogebra.

Movimente o ponto a sobre a circunferéncia no sentido anti-horario

Observe o sinal da cotangente em cada quadrante e o seu crescimento ou decrescimento
c0s(321.75°)

’_—‘121

lf’-’f_’-Y‘::L))'sfl.T-r.")r") TS WAy D01 s
1 t9(321.75°) sen(321.75°)

cotangente

1

tangente

F'=(0.78, -0.62)

https://www.geogebra.org/m/svnzj3ux

Explore a cossecante no Geogebra.


https://www.geogebra.org/m/k7zgkpkz
https://www.geogebra.org/m/svnzj3ux
https://www.geogebra.org/m/k7zgkpkz
https://www.geogebra.org/m/svnzj3ux

Movimente o ponto a sobre a circunferéncia no sentido anti-horario

Observe o sinal da cossecante em dada quadrante e o seu crescimento ou decrescimento

A

1

. : 1
cosc(0.54 rad)= ———— —1.93
( ) sen(0.54 rad)

cossecante

-05¢

https://www.geogebra.org/m/sty5nfxr



https://www.geogebra.org/m/sty5nfxr
https://www.geogebra.org/m/sty5nfxr

