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Resumo: O presente trabalho teve como foco o tema referést Geometrias N&o-euclidianas,
especificamente, a Geometria Fractal que é uma n@eira de ver e conceber o conhecimento
geométrico, além do que, explica muitos problemascdtidiano que ndo sdo resolvidos pela
Geometria Euclidiana. A partir das atividades gaearh desenvolvidas com professores da rede
publica do Estado do Parana e com futuros professde Educacdo Bésica no minicurso de
Geometrias Nao-euclidianas realizado no |l Enconiterdisciplinar de Educacdo — ENIEDUC na
Faculdade Estadual de Ciéncias e Letras de Campoédo- FECILCAM, fez-se uma reflexao,
juntamente com os participantes para compreendep@tancia da pratica docente com Geometrias
N&o-euclidianas, em especial, a Geometria Frabi@lrealizacdo do minicurso, um dos objetivos
especificos foi o de mostrar que é possivel tralpailbvos saberes dentro de sala de aula, como, por
exemplo, a Geometria Fractal. A partir de uma @#ge para calcular a costa maritima do Brasil,
mostrou-se que esta geometria pode fazer conexdasoatras ciéncias além de ajudar a cobrir
algumas deficiéncias da Geometria Euclidiana. Alfisso, a Geometria Fractal auxilia tanto a
compreensao de fenbmenos que ocorrem nos diverdmsrdes como mostra a existéncia de belos
fractais, 0 que leva a descoberta do senso astggtiiicado a construgdo dos mesmos, juntamente com
a percepcdo e a observacdo da ordem diante daddesocausando surpresa. A fundamentacéo
tedrico-metodoldgica das atividades desenvolvidabdseada nos Parametros Curriculares Nacionais
- PCN’s, e a motivacdo veio apds examinarmos asetiixies Curriculares de Matematica para a
Educacao Bésica do Estado do Parana (DCE). As DxZErh o conteldo estruturante geometrias se
desdobrando em quatro contetdos especificos emde rocdes basicas de Geometria N&o-
euclidianas. Mas o que acontecesse é que graniedoar professores desconhece sobre a existéncia
de tal geometria, ndo sabendo assim como traba&imrsala de aula. Por conta disso, deu-se
importancia em realizar o minicurso para apreseatzs professores e futuros professores que
participaram do evento uma rica atividade fractal. atividade além de trabalhar com a Geometria
Fractal se propunha também trabalhar conceitos etam@tria Euclidiana, progressdo geomeétrica,
poténcias, operagbes com fragBes, além da podaitdi de introduzir a idéia de proximidade e,
também, a idéia de infinito. Deste modo, este thabeaeio contribuir com muitos professores para
uma reflexdo sobre a sua préatica educativa demtrsath de aula, percebendo a necessidade de se
trabalhar novos saberes escolares como as Gemnéidia-euclidianas, em especial, a Fractal.
Baseando-se nisso, foi desenvolvida essa ativigade mostrar que € possivel fazer inovacdes em
sala de aula além de ser um recurso alternativa par professores introduzirem o estudo da
Geometria Fractal.

Palavras-chave Geometria Fractal. Atividade Fractal. CalculoGizsta do Brasil.

Introducao
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A fundamentacéo tedrico-metodolégica das atividatbsenvolvidas foi baseada no
livro Didatica da Matematica — Uma analise da iéficia francesa de Luiz Carlos Pais, no
livro de Barbosa, Descobrindo a geometria fracfzdra a sala de aula, e no artigo cientifico
Qual o comprimento da costa do Brasil escrito paviar. Tradicionalmente, nas escolas, é
trabalhada uma geometria apenas com medi¢cBesnadaga calculos de area e volume, ou
seja, geometria plana e espacial, porém, a ci@ocied um todo estd em constante evolucao
e, talvez, por conta disso, é necessario que seagdegamos nos atualizando, fugindo um
pouco desse tradicionalismo. Mas estamos agoraamésspor um periodo denominado
transposicdo dos saberes, em que um saber tido dentdfico é transformado em um saber

escolar.

Um conteddo do conhecimento, tendo sido designadwcsaber a ensinar, sofre
entdo um conjunto de transformacdes adaptativasvgoetorna-lo apto a tomar
lugar entre os objetos de ensino. O trabalho grent objeto de saber a ensinar faz
um objeto de ensino, é chamado de transposi¢édiadidéCHEVALLARD, 1991
apud PAIS, 2002, p. 19)

Para Pais (2002, p.21) “O saber escolar representanjunto dos conteudos
previstos na estrutura curricular das varias disep escolares valorizadas no contexto da

histéria da educacao.”

Tornar o saber matemético acumulado em saber espalssivel de ser ensinado/
aprendido, exige que esse conhecimento seja tramsflo, pois a obra e o
pensamento do matematico tedrico geralmente s&eidifde serem comunicados
diretamente aos alunos. (BRASIL, 1998, p. 36)

Atentos a importancia de se introduzir esse noumers&ientifico, ponderamos
também, nas Orientagdes Educacionais Complementaoss Parametros Curriculares
Nacionais — PCN+, o qual apresenta um conjuntoudesides de praticas educativas e de
organizacdo dos curriculos complementares e focapdocipalmente, em relacdo aos

conteudos de geometria, nos diz que:

[...] € especialmente adequado para mostrar diftssemodelos explicativos do
espaco e suas formas numa visdo sistematizada dme@& com linguagens e
raciocinios diferentes daqueles aprendidos no erfsidamental com a geometria
classica euclidiana. (BRASIL, 2002, p. 125)

Ao examinamos as Diretrizes Curriculares da Eduwrd8asica Matematica do
Estado do Parana (DCE), ela nos aponta que parsiodEFundamental e Médio, “[...] 0
conteudo estruturantgeometrias se desdobra nos seguintes contetdos: Geometria;Plan
Geometria Espacial; Geometria Analitica, e no¢c@sicas de Geometria Nao-euclidiana.”

(PARANA, 2008, p.55), ou seja, o aluno deve terhemimento mais amplo da geometria,
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nao se fixando apenas na Geometria Euclidiana, amagregando, também, ao seu saber,
nocgoes da Geometria Nao-euclidiana.

De forma mais objetiva, as DCE, destacam que:

“Também, no Ensino Médio, aprofundam-se os estuldesnocdes de geometrias
nao-euclidianas ao abordar a geometria dos fraga@netria hiperbdlica e eliptica.
Na geometria dos fractais, pode-se explorar: coflde neve e a curva de Koch;
triangulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o @lanrefletir e observar o senso
estético presente nessas entidades geométricasgdestio para as suas propriedades
[...]” (PARANA, 2008, p. 57)

Além disso, devemos nos preocupar, também, conompibcedimentos cognitivos
empregados pelos professores dentro de sala dguildificultam a introducdo de conceitos
geomeétricos e que em algumas situacdes poderengmegadas idéias de Geometrias Nao-
euclidianas sdo impedidas por conta de obstacwigsitovos relacionados a representacdes
semioticas, como relata Kaleff (2004).

Desse modo, vemos a Geometria dos Fractais comonowea maneira de ver e
conceber o conhecimento geométrico, além do quaicaxmuitos problemas do cotidiano

gue nao sao resolvidos pela geometria euclidiana.

Desenvolvimento

A proposta do mini-curso foi o de atingir profegesoda rede publica do Estado do
Parana e futuros professores em relacdo as novdénigas do ensino, principalmente, na
area de Geometrias N&o-euclidianas.

O trabalho foi iniciado com uma pesquisa histéhdmiografico cujo tema se voltou
para o surgimento das Geometrias Nao-euclidianas.apresentada toda a evolucédo da
geometria, partindo de Euclides até na criacdoodasngeometrias, igualmente consistentes,
a partir da negacao do quinto postulado de Euclides

A partir disso, deu-se uma atencao especial a geanfimctal introduzindo a idéia
de uma geometria que descreve a natureza de forme eficiente do que a tradicional
geometria euclidiana.

Assim, foi descrita um pouco da historia dos friaceatrazendo algumas definicdes
de Mandelbrot e Falconer a respeito da geometaietdr encontradas em Barbosa (2005).
Expbs-se uma definicdo de Maldelbrot como “Um ftheét uma forma cujas partes se
assemelham ao seu todo sob alguns aspectos.” nga&te de Falconer, sendo esta, “Um
conjunto F é um fractal se, por exemplo: F postyuraa forma de ‘auto-similaridade’; a
dimensao fractal, definida de alguma forma, é magigr sua dimensao topoldgica; pode ser

expresso de um procedimento recursivo ou iterdtivo.
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Desse modo, foi exposta a construcao de algunsisatmples gerados por infinitas
iteracbes, como o triangulo de Sierpinski, a cutteaKoch, a curva de Peano e, assim,
descrevendo algumas caracteristicas dos fractai®:cauto-similaridade, estrutura fina em
qualquer escala, lei de formacéo simples, dimeresgoe ndo pode ser descrita com uma
fungéo simples.

Num primeiro momento, perceberam-se algumas difexlegs encontradas por parte
dos professores e futuros professores de compreende estariam esses “tais fractais” na
natureza. Com isso, foram-lhes mostradas divensageans de fractais na natureza, como em
arvores, folhas, relampagos, nuvens e ainda algu@s humanos como pulméo, coracao e
0 NOSSO sistema nervoso e circulatorio.

A partir dessa etapa, atingiu-se um obijetivo ifiais participantes comecaram a
perceber que a natureza néo é tdo simples desaitdeom objetos da geometria euclidiana
plana como retas, circunferéncias, triangulos, dideros e outros.

Para ficar mais clara a idéia de fractais, foranstrados alguns exemplos onde eles
sdo aplicados como antenas celulares, compactagdamadgens, computacdo grafica,
misturadores fractais, fibras opticas.

Tendo em mente um pouco da idéia sobre fractaiguestionado o porqué de se
trabalhar a Geometria Fractal em sala de aulare, ipsao, Barbosa (2005) nos diz que ha
conexdes com outras ciéncias, a geometria fraotaecalgumas deficiéncias da Geometria
Euclidiana para a compreensédo de fenbmenos queawsm diversos ambientes, assim
como a existéncia de belos fractais e descoberteni®o artistico aplicado a construcao dos
mesmos, juntamente com a percepcao e a observagidem diante da desordem causando
surpresa.

Baseado nessas concepcgdes propusemos uma atipatadealcular o comprimento
da costa maritima do Brasil. Logo, de inicio, gdesceberam que esta atividade envolvia
outra ciéncia, a geografia.

Inicialmente, perguntou-se aos participantes qual @ comprimento da costa e
obtiveram-se algumas respostas entre 7000 e 9000Ckrm isso, uma problemética da
atividade foi levantada que era motivo de ocorsmas diferencas de comprimento e néo
existir uma medida uniforme. Neste momento foi expale diversas fontes o comprimento

da costa do Brasil, um distinto do outro. Issotmcia curiosidade e atencdo dos professores
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que se mostraram interessados nesse questionamAsstim, foi feita uma andlise de
algumas imagens da costa do Brasil e levantouidéiaade que o que separa a terra do mar
nao €, simplesmente, uma linha como € tradicionaienensinado nas escolas.

Dessa maneira foi atingido outro objetivo, os piaxprprofessores e futuros
professores constataram que a costa maritima gaaalf Assim, foi proposta a construcéo
da costa por meio de um fractal, jA mencionadorianteente no decorrer do mini-curso, a
curva de Koch, no quadro-negro. Usou-se fita adespaca, trena, régua de comprimento 90

cm, 30 cm, 10 cm e compasso.

Inicialmente, construiu-se um segmei@ com 2,7 m de comprimento fixando a
fita adesiva em toda a sua extensdo. Assim, dirgdio segmento em trés partes iguais com

auxilio da régua e compasso a partir do seguiiedimento:

1°- Tracar a semi-reta auxilifiT fazendo um angulo qualquer cdt&. E a semi-ret&V

com o mesmo angulo qé&F T, porém com sentido oposto.

Figura 1. Etapa 1.

2°- Marcar sobr(f_T, a partir de P, com abertura do compasso quatggedivisdes iguais,

numerando-as. E sob&U a partir de Q a mesma divis&o.

Figura 2. Etapa 2.

! Fazendo uma reflexdo desse acontecimento, vimesjgando foi introduzido um
assunto diversificado do cotidiano dos participsutke minicurso, no caso, os fractais, trouxe

uma acao positiva que foi o prazer de aprenderradgo, a curiosidade, a motivacao.
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3°- Ligar o ultimo ponto marcado sobre a semi-gtailiar T ao ponto Q e os demais na

ordem que se segue, determinando sobre o seguirdsem&iaﬁ 0s pontos P (extremidade

do segmento), A e B.

Figura 3. Curva de Koch — Nivel 0.

Retirou-se a fita adesiva compreendida entre o$opoA e B do segmento

(segmento intermediario) e o substituiu por umntridlo equilatero sem a sua base da

seguinte forma: com a ponta seca do compasso o pom abertura tragou-se um arco e

repetiu-se 0 processo com a ponta seca no por@oeBcontro dos arcos € o ponto C sendo o
terceiro vértice do triangulo equilatero. Assirgaliam-se os segmentos e com a fita.

Figura 4. Curva de Koch — Nivel I.

C

Para o segmento repetiu-se 0 mesmo procedimewigindio-o em trés partes

iguais encontrando os pontos D e E, retirandosegmento intermediario e substituindo por

um tridngulo equilatero sem base sendo F o tereéitice. Para o segmento  , novamente

com o0 mesmo procedimento, encontrou-se os tercdsoms pontos G e H) e o vértice do

triangulo equilatero I. No segmento tém-se osoermpedios J e K e o vértice do triangulo
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o ponto L. E, por fim, no segmento tém-se M e Wadercos médios e O como vértice
do triangulo.

Figura 5: Curva de Koch — Nivel Il.

Concluido o primeiro estagio, passou-se para orsEguRepetiram-se 0S mesmos

passos, descritos anteriormente, mas agora pa@gosentos

s , , e . E valido lembrar que poderia tardr as iteracoes,
ja que se trata de um fractal. Nesse estagio inasgorofessores perceberam que era possivel
relacionar os elementos constituintes desse fragtalalguns conceitos simples da Geometria
Euclidiana utilizando-se de seus instrumentos gsdei constru¢do grafica como régua e
compasso, ou seja, € possivel trabalhar concegtakesenho geométrico o que hoje € pouco

utilizado nas salas de aula.

Figura 6: Curva de Koch — Nivel Ill.
C
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Seguindo a atividade, usou-se a trena para medaoroprimento do fractal

construido no quadro-negro e, desse modo, surgiilscaissdo de que a trena nao poderia
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cobrir toda a extensdo do fractal para medi-loaPacilitar a compreensdo dessa idéia, foi
feita uma analogia no sentido que se fosse medidonaprimento da costa com barcos
grandes enfileirados um apds o outro, eles passquaa cima de alguns detalhes e que com
barcos menores algumas enseadas na costa poderiaralBor preenchidas.

Indo mais além, para entender melhor essa idéiee sobdir detalhes, é como se
tivéssemos um compasso de abertura de 1 m, seniio, &e ndo poderia medir detalhes
menores do que a sua abertura. Desse modo, olgew@scomprimento de 270 cm com
auxilio da trena.

Usando a régua de 90 cm, pode-se adentrar em algtadbes do fractal para medi-
lo, porém contendo muitos outros detalhes que niteram ser verificados, chegou ao
resultado de 360 cm (4 segmentos de 90 cm cadayaAgpm a régua de 30 cm, obteve-se
um comprimento de 480 cm (16 segmentos de 30 ca) eagbor fim, com a régua de 10 cm,
um comprimento de 640 cm (64 segmentos de 10 ca).cad

Ao fim dessa etapa, eles notaram que dependendbjetm escolhido para medir o
fractal eram obtidos comprimentos distintos, o@,ségou evidente que o comprimento da
costa do Brasil depende da escala trabalhada e;gmba disso, encontram-se na literatura
fontes com informacdes distintas. Novamente, vigise por meio de uma atividade com
fractal poderia introduzir conceitos matematicasno escalas e medidas.

Em seguida, foi analisado o fractal construido elacéo a quantidade de segmentos
obtidos, o comprimento de cada segmento e o coraptortotal, e para facilitar a atividade,
considerou-se, inicialmente, seu tamanho como nmitéssim, com a participacdo dos

professores e futuros professores presentes necoms, pode-se construir a seguinte tabela.

Tabela 1: Caracteristicas da Curva de Koch.

Nivel Quantidade de Comprimento de cada Comprimento total dg
segmentos segmento curva
0 1 1 1
1 4 1/3 4/3
2 16 1/9 16/9
3 64 1/27 64/27
n 4" 1\" 4\"
3 3

A construcdo dessa tabela facilita a visualizag@algumas sequéncias numéricas.

Desse modo, é possivel trabalhar Progressao GecenéB.G.) com razdo de numeros
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inteiros e também com numeros fracionarios ao fape analise mais detalhada dos dados
encontrados. Assim, observando a quantidade deesggsnda curva de Koch percebe-se uma
P.G. de razéo igual a 4 e, ainda, da abertura fpabalhar funcdes exponenciais para
encontrar os valores na iteracdo “n”. Por outramaekaminando o comprimento de cada
segmento nota-se uma P.G. de raz&o 1/3 e na iehatabteve-se uma funcdo exponencial
fracionéria.

Com isso, da oportunidade para aproveitar operag@msexponenciais e trabalhar

algumas propriedades como, por exemplo, no cattmloomprimento total da curva que, em
14 EAY
n - — -
4 (3) (4'3)

E importante salientar que ndo se poderia calauleomprimento total da curva por uma

vez de analisar a sequéncia numerica, pode-seaefettalculo de

soma de progressao geomeétrica infinita jA que aor&z4/3 e para efetuar tal soma seria

necessario que a razédo (r) fosse 0. Notaram-se algumas dificuldades encontradas
pelos participantes ao tentarem montar as fungdesigras do nivel “n”.

Trabalhando de forma mais intuitiva, foi pedidoleseque calculassem com auxilio
de calculadora o comprimento de cada segmentoved miou seja, multiplicar varias vezes
1/3 por ele mesmo e com isso chegaram a concluséoseg continuassem o calculo o
comprimento de cada segmento se aproximaria de Eede forma anéloga, calcularam o
comprimento total do fractal e perceberam que optonento aumentava continuamente, ou
seja, seria infinito.

O objetivo dessa parte da atividade foi mostrar @qaepossivel trabalhar conceitos
de progressdo geométrica, poténcias, operacdes fiamdes, além da possibilidade de
introduzir a idéia de proximidade e, também, aadks infinito.

Viu-se que a partir dessa rica atividade com ftgmidem-se introduzir conceitos de
Geometrias Nao-euclidianas assim como conceitosmaicos estudados pelos alunos, além

de possibilitar correlagbes com outras ciéncias.

Consideracoes Finais

Deste modo, este trabalho veio contribuir com nsytimfessores para uma reflexao
sobre a sua pratica educativa dentro de sala de@rcebendo a necessidade de se trabalhar
novos saberes escolares como as Geometrias Nadiaua$s, em especial, a Fractal.

Baseando-se nisso, foi desenvolvida essa ativigeta mostrar que € possivel fazer
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inovagcOes em sala de aula além de ser um recuesoailvo para os professores introduzirem
o estudo da Geometria Fractal.

Assim, percebe-se que é possivel trabalhar coscdéayeometria fractal dentro da
sala de aula e, ndo menos importante, possib#ifi@cionar conceitos com a Geometria
Euclidiana, além de ser uma maneira nova e diveadé de motivar e incentivar os alunos ao
estudo.

E com base nas atividades desenvolvidas podematucogue o comprimento da
costa do Brasil depende da escala trabalhada, dmanforma que Xavier afirma “A costa
brasileira € um fractal, logo ndo tem um (Uniconpamento. O comprimento depende da
escala de medida.” (XAVIER, p. 22)

Portanto, vemos a necessidade de se desenvolvieladés sobre Geometrias Nao-
euclidianas para sem aplicados em sala de auleodotnito de divulgar novos saberes para
os alunos e, para isso ocorra, deve-se dar opdau@ipara que esses trabalhos sejam
transmitidos para professores e futuros professtadésiucacéo Basica.
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