Trabalhos X EGEM X Encontro Gaucho de Educagdo Matematica
Comunicacao Cientifica 02 a 05 de junho de 2009, ljui/RS

INTUICAO, VISUALIZACAO E TECNOLOGIA NO ENSINO DE
LIMITES NA LICENCIATURA EM MATEMATICA

GT 02 — Educacao Matematica no Ensino Médio e EnsirSuperior

Ana Regina Gregory Brunet — ULBRA —anabrunet@cpovo.net
José Carlos Pinto Leivas — ULBRA Jeivasjc@yahoo.com.br
Magda Leyser — ULBRA —magda.leyser@gmail.com

Resumo: Este trabalho representa um recorte de um praet@pesquisa mais amplo que busca
envolver a Geometria nas diversas areas do conbetmnmatematico, particularmente na formacao
inicial do professor de Matematica. Utiliza-se igéo, visualizacdo e a tecnologia computacional com
0 uso do software GeoGeobra para construcéo erjpodtrmalizacéo do conceito de limite de uma
funcao real de variavel real. O projeto de pesqgesta em andamento desde o ano de 2006 e aqui €
apresentado um recorte na perspectiva do Célcdrediial e Integral e da Analise Matematica na
Licenciatura em Matematica. Utilizou-se inicialmeemtesquisa bibliogréfica junto doternational
Group for Psychology of Mathematics Educatemmo sentido de identificar interesse pelo tema em
Educacdo Matemética para posteriormente utilizersguisa experimental junto a grupos de alunos da
Licenciatura em que os autores sdo docentes. Auigasgncontra-se em andamento e espera-se
comprovar a hipétese de que o uso de techolograpwtacionais pode representar um diferencial no
ensino e na aprendizagem do Calculo Diferenciééghal e Andlise Matematica na formacao inicial
do professor.
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Introducao

Céalculo Diferencial e Integral é uma das discidimpe é oferecida a uma grande
diversidade de cursos na Universidade e também rpaitas escolas técnicas de Ensino
Médio. Observa-se, em uma rapida passagem peloss ligestinados a esse conteudo
matematico, que ndo ocorreram diferencas substanm@a uUltimas décadas sobre a forma
como os conteudos dessa disciplina sdo abordadte.cBmunicacdo cientifica, como um
recorte de um projeto de pesquisa dos proponewota® © ensino de Geometria, tem a
intencdo de apresentar uma possibilidade de trabalbonceito de limite de funcdes reais de
uma variavel real, por meio da intuicdo e visugiza mostrando que, juntamente com o uso
de recursos tecnolégicos, a Geometria pode seataeomo um interlocutor entre diversas
subareas do conhecimento matematico, especialmentermacao inicial do professor de
Matematica.

Reformulagdes curriculares nos cursos superioresen frequentemente em nosso
pais. As Diretrizes Curriculares Nacionais pareaomrfacao de Professores (BRASIL, 2001)

tém fornecido subsidios para tais reformulacéesekmto, essas ainda n&do sao percebidas na
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forma como os conteudos mateméticos sao tratadfmsmacao inicial, especialmente no que
diz respeito a formacdo de professores, foco deanpssquisa. Para Cury (2001, p. 16)
ocorre um distanciamento grande entre na formag@éente entre as areas especificas e a

pedagogica, ocorrendo 0 mesmo com o bacharelado.

Ja opinamos que o professor da Licenciatura em rivégiea deve ter um
conhecimento abrangente sobre os contetidos daglides do curso. Mas o corpo
de conhecimentos dessa ciéncia atualmente é mtdiwdg, como em qualquer
outra, e os docentes ndo conseguem ter uma vighal gle todas as disciplinas para
fazer as pontes entre os diversos conteludos. Aiéso,dos professores, mesmo
trocando de disciplinas periodicamente, ndo coremgse atualizar e lecionam,
muitas vezes, uma Matematica “antiga”.

A generalizacdo de uso de calculadoras e compwsdgeor exemplo, ja
desatualizou uma série de contetdos ensinadosdos s niveis de ensino, mas
muitos professores (e livros-texto) insistem enetielps, em aulas que poderiam ser
aproveitadas para desenvolver outros conteldogazicades.

Nossa pesquisa busca criar alternativa que ofeaecduturo professor formas
diferenciadas de desenvolver conteludos tendo camdafmento a intuicdo geométrica
ancorada pelas tecnologias computacionais comoafadm utilizar a visualizacdo, pois

concordamos com Cury (2001, p. 19) quando afirma:

Consideramos, entdo, que um terceiro ponto a s@ddeem consideracdo na
discussdo sobre formacdo dos docentes para a lat@acem Matematica é a
necessidade de pesquisas, de forma que o ens@ja astorado no conhecimento
produzido pelo préprio docente.

O intuicionismo, como corrente filosofica, tem sielstudado por matematicos cuja
contribuicdo para a ciéncia é inegavel como Pomeaambeém por psicélogos que dirigiram
sua atencdo para questfes envolvendo MatematiemBKL993), por exemplo, diz ser um
conceito um termo utilizado de forma ampla e décidiiefinicdo, sendo essencial uma
distincdo do préprio conceito ao nome que |lhe éaado. Para ele, um conceito € uma idéia
e 0 nome do conceito € um som, uma marca sobreapel pssociada a ele; por exemplo,
nameros Sao conceitos matematicos enquanto queraisnséo 0s nomes que se atribui aos
nameros; pontos ou retas sao conceitos e seushdsseama folha de papel sdo uma forma
de representa-los. Muitas vezes € dificil a conag@io de um conceito, como por exemplo,
no caso de limite de uma funcdo em um ponto. Agatuse faz necessaria para compreender
tal conceito juntamente com as representagfes gecaséde numeros e de aproximagoes.

Uma das formas com que Poincaré descreveu intfi¢delacionada aos sentidos e
a imaginacdo. Para Fischbein (1987) a intuicdo uema variedade de significados, sendo
aceito por uns e rejeitada por outros na ciénaia, Ser considerado um tema de dificil
abordagem. Esse autor destaca que a funcdo prahdaliintuicdo é a de produzir certeza
sobre representacdes e interpretacdes de fatomatates aparentemente evidentes.
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Klein (1927, p. 6) afirma que “antes de tudo, dsgedar grande importancia a uma
forte educacéo da intuicdo espagcidkpois se deve aumentar o ensino até chegainaasels
do Célculo Infinitesimal...”. Nesse sentido eleigada importancia, por exemplo, de comecar
uma familiarizacdo imediata com os alunos “sempt#esa base doonstante emprego de
métodos gréficosa representacdo de quaisquer leis no plano d@veia (X, y), que hoje se
utilizam em todas as aplicacdes da Mateméatica qatater de evidénciaque presta.” (Ibid.,
p. 5. Grifo nosso).

A intuicdo para Davis e Hersh (1995, p.360) tersaggiintes significados:

1.) Intuitivo é o oposto de rigoroso;

2.) Intuitivo significa visual;

3.) Intuitivo significa plausivel ou convincente na @osia de demonstracao;

4.)  Intuitivo significa incompleto;

5.) Intuitivo significa confiramos num modelo fisico @m alguns exemplos
importantes;

6.) Intuitivo significa holistico ou integrativo, em @gicdo a pormenorizado ou
analitico.

Para os autores, os formalistas afirmavam que soastecessores conseguiam
encontrar teoremas corretos partindo de raciocimosrretos, por responderem a propria
intuicdo que possuiam e por isso Cauchy, apesaddeconhecer o significado formal da
teoria de conjuntos, ndo conhecer o que é um nluocoenplexo ou até mesmo saber o que era
uma integral ou uma curva, conhecia o teorema deltyae sabia calcular corretamente um
namero complexo utilizando a integral sobre umavajuuma vez que sendo um grande
matematico podia confiar em sua intuicdo, seguraldde Hersh (1995).

Possuimos intuicdo pelo fato de que concebemossepiacdes mentais de objetos
aos quais estamos associando um determinado amnoe#se caso, o de limite de uma
funcdo. Essas representacdes, quando feitas sop@nieétodos analiticos, segundo nossa
experiéncia profissional, ndo leva a uma compreedséadoura do conceito e ndo conduzem
a solucdes de problemas em niveis mais avancadimanseorrer das disciplinas do curriculo
da Licenciatura, como em Andlise ou Matematica@gula, por exemplo.

No sentido de repetir muitas experiéncias que coatua uma representacdo mental
de um mesmo conceito, o de limite de uma funcéeezakeja aquele em que o uso de
tecnologias computacionais pode trazer inovacdesgansino de Célculo.

Segundo Sancho e Hernandez (2006) as tecnologiagaidmacdo e comunicacao
apresentam trés tipos de efeitos transformadomgsazes de responder as necessidades
formativas de nossos alunos: alteram a estruturatdessses, ou seja, as coisas em que
pensamos, que priorizamos, que julgamos fundamentalbsoleto; mudam o carater dos

simbolos, ou seja, as coisas com as quais pensgmas,as tecnologias ampliaram
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significativamente os signos e a capacidade dezamamento de informagdes; modificam a
natureza da comunidade, ou seja, a area em gussevilve o pensamento.

Assim, utilizar um software para a constru¢do dacedo de limite de uma funcao
oferece muitas vantagens, dentre as quais a rapaegproducao de representacdo grafica de
muitas fun¢bes, com uma variedade muito granded®g de aproximacéo, tanto na variavel
dependente quanto na variavel independente. Alizagédo de gréaficos dessas fungdes, suas
representacdes e variacdes € uma das formas c@aoraetria pode estar contribuindo para
a formalizacédo do conceito de limite de uma furg@artir de deltas e épsilons.

Uma das func¢des da visualizagcdo apontada [gatmnal Council of Supervisors of
MathematicYNCSM), em 1990, quanto a competéncias fundangen&iessarias para que 0s
alunos desempenhem com eficiéncia e eficacia suagdés no proximo século em
Geometria, évisualizar como 0s objetos se movem no mundo. Assim, persdinite de
uma funcéo utilizando tecnologias computacionaissiilita esse aspecto dinamico e néo
estatico como é usualmente utilizado nas discipldeCalculo.

Visualizagcéo tem sido um tema de pesquisa em Edaddatematica, especialmente
nos encontros dmternational Group for Psychology of MathematiaduEation(PME). No
PME 13, de Paris, em 1989, o termo visualizagagiswem estudos de Mariotti e Arcavi,
segundo Gutiérrez e Boero (2006). Mariotti ideatifi em criancas, de 11-13 anos, dois
niveis de complexidade de pensamento intuitivoalipor meio de métodos que incluiam o
clinico. Arcavi usou métodos computacionais. ArcauNachmias envolveram adultos num
ambiente computacional como forma de comparar septacdes em eixos paralelos para

representacdo de funcdes lineares e seu envolarent a visualizagéo de declividade.

Pensamento visual dos estudantes em Calculo

Na medida em que o Célculo prioriza método algocih em seu desenvolvimento,
pode-se pensar se essa ndo seria uma razao pelestudantes que iniciam seus estudos
matematicos perdem ou ndo adquirem, até certo pgosto pelas construcdes conceituais. A
esse respeito, Vinner (1989, p. 149) questiona: ‘i@ medida consideracdes visuais em
Calculo pode ser ensinado aos estudantes universtéAté que ponto consideragdes visuais
podem se tornar uma parte natural do pensamenenmatito de estudantes universitarios?”
Esses questionamentos do autor conduzem a quesiEstigativas sobre ser ou nao
relevante considerar a habilidade de visualizagia p aprendizagem de Célculo, pois para

alguns essa é uma habilidade nata, com o que m&orcamos. Para o autor, “Assim, parece
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gue nao ha provas evidentes de que pensamentd mBna& uma necessidade para maior
sucesso em Matematica”. (p.150).

“O conceito matematico de limite é particularmentea nocéo dificil, tipica da
espécie exigida em Matematica avancada”, segundouCdo9l, p. 153) para quem essa
nocao “ocupa uma posicdo central no papel da Andliatematica como um fundamento
para a teoria de aproximacdes, de continuidadecdldelo diferencial e integral” (idem). Ao
nos questionarmos sobre o que € uma Matematica@adanencontramos guarida em Tall
(1991) a respeito de pensamento matematico avanEadariado, junto ao PME em 1985,
um grupo de estudos, com o mesmo nome, envolvendtenmiticos e educadores
matematicos para a escrita de um texto também ssmmesmo nome, o qual foi publicado

em 2001 e do qual extraimos o seguinte:

[...] criatividade esta preocupada com a forma caadéias sutis de investigacao
sdo construidas na mente humana e uma prova disfrrda como essas idéias sédo
ordenadas em um desenvolvimento |4gico tanto pardicar sua natureza quanto

para apresenta-las a aprovacdo da comunidade nti@nidall, 1991, p. xiii).

Para o autor,

Um aspecto muito mais valioso da teoria de Piagepéocesso de transigdo de um
estado mental para outro. Durante essa transic@osgivel que comportamento
instavel, com a experiéncia de idéia prévia, ctnftiom novos elementos. Piaget
usou os termos assimilacao para descrever o popesqual o individuo toma um
novo dado e acomodacéo ao processo pelo qualwdueatcognitiva do individuo
deve ser modificada. Ele vé assimilacdo e acondmd@pmo complementares.
Durante uma transi¢cdo muita acomodacéo é necesSkamp (1979) coloca idéias
semelhantes de uma forma diferente pela distinpfie e caso onde o processo de
aprendizagem causa uma simples expansao da estogigmitiva do individuo e o
caso em que ha conflito cognitivo, exigindo umaorstrugio mental. E esse
processo de reconstrucdo que provoca as dificusdquie ocorrem durante a fase de
transi¢do. (TALL, 1991, p. 9)

Dreyfys (apud Tall, 1991), ao fazer considerac@®eso processo de pensamento
matematico avancado, estabelece relacfes entresespacdo e abstracdo no processo de
aprendizagem e entre representacdes mentais e ata@snpodendo e devendo ser utilizadas
nos procedimentos didaticos para aprendizagem. prasessos podem consistir de quatro
estagios: “usando uma Unica representacdo; usaaogme uma representacdo em paralelo;
utilizando links entre representacdes paralelastegiando representacdes e flexibilizando

conexdes entre elas.” (p. 39).
A pesquisa

Na primeira fase da pesquisa buscamos levantameatdsgeratura a respeito do
tema. Encontramos em Gutiérrez e Boeiro (20061 pB-204) trabalhos como o de Mariotti,
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abordando provas e demonstracdes em Educacdo Mantédmo um fato consensual de
que sejam tratadas nos curriculos. Para a autaasoda indugcdo matematica pode ser visto
como uma generalizacao atingida pelo reconhecinamioadroes gerais obtidos durante um
dado processo, por exemplo, apds uma série desegpaedes de aproximacdes de valores de
uma funcdo real e, por uma sequéncia de pontosonpunto imagem, pode-se obter a
aproximacdo de um valor a determinar nas pré-inggetuindo dai o conceito de limite.
Também se pode ter uma generalizacdo derivada daacesso de obtencdo de padrbes de
regularidades ocorridas durante esse processaelecdlo de um dado resultado.
Encontramos também pesquisas relacionando as ¢giamwle o ensino de Célculo
como o de Ferrara, Pratt e Robutti (idem, pp. Z83)2a0 desenvolverem aspectos:
epistemoldgicos, cognitivos e curriculares em Jalqelo poder da tecnologia como um

importante e particular facilitador do trabalho éstudantes. Dizem os autores,

“As mesmas solucdes podem entdo ser usadas pajgplarojetos curriculares:
Desse modo, a pesquisa pode ser Util para a pdimente. Nossa analise é focada
na mediacdo da tecnologia e do papel do professbresesses obstaculos
epistemolégicos: limites, derivadas, somas infiitategrais.” (p. 257).

Utilizamos como metodologia em nossa pesquisa, mumeiro momento, a
pesquisa bibliografica, a qual para Fiorentini @00. 71) é “a modalidade de estudo que se
propde a realizar andlises histéricas e\ou reviddicestudos ou processos [...]” e, num
segundo momento, as pesquisas experimentais, gupsamentais ou de laboratério, as
quais se “caracterizam pela realizacado de “experiosg que visam verificar a validade de

determinadas hipdteses em relacdo a um fenémepmblema”.

O experimento

O presente trabalho desenvolveu-se como um esteidmsb cujos sujeitos foram
alunos do curso de licenciatura em Matematica ela @m recursos de informatica do
campus de Canoas da Universidade Luterana do Bfaséxperimento foi realizado no
ambiente virtual do software de matematica dinamBeaGebra, que combina GEOmetria
dindmica com alGEBRA, com foco na constru¢cdo daeiba de limite de funcdo. Cada um
dos dez participantes dispds de um computador ceoftware instalado.

Iniciamos o0 experimento com a idéia intuitiva daile de funcdo em um ponto.
Representou-se no ambiente computacional o grdicoma funcdo contindaintroduzido
no software pela expressado algébrica. Escolheurs@antoa e seu limiteL associado e,
lancando mé&o de conceitos geométricos, marcou-spamo X sobre o eixo das abscissas,
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sua imageni(x) e o pontax, f(x)) com suas ancoras. Com o0s recursos de movimentdacao
ponto do software visualizamos o0 comportamentoyggemf(x) aox se aproximar do ponto
a escolhido.

A partir da idéia de proximidade induziu-se a idéevizinhanca. Explorou-se as
idéias de vizinhancga, vizinhanga simétrica e viaiga perfurada usando representacdes de

ponto sobre segmento no ambiente virtual.

4 /

Figura 1 — Exemplo diXx) Figura 2 — Exemplo dg(x)

Dando continuidade a exploragéo, retomou-se a @uhgéara observar a relagéo
entre vizinhanca e limite de funcdo em um pontafawone exemplo da figura 1A seguir, se
introduziu uma funcd@ com descontinuidade de salto em um ponto comdguaaf 2 e,
novamente, marca-se um pomntsobre o eixo das abscissas, sua imagége o ponto(x,
g(x)) com suas ancoras. Com os recursos de movimendacaonto do software visualizou-
se 0 comportamento da imagex) aox se aproximar do ponto de descontinuidade.

A partir dessa etapa foi proposta ao grupo a stguimvestigacdo: “Como
diferenciar as situagcbes das fungdese g nos respectivos pontos escolhidos utilizando

vizinhanca?”.

Sintese e Andalise dos dados

Os trés pesquisadores registraram suas observdc¢daste o experimento e se
reuniram posteriormente para elaboracdo da siatasélise dos dados.

Todos os sujeitos declararam qfi(e) se aproxima dé ao x tender ao pont@,
verbalizando “ox vizinhos dea tem imageni(x) vizinhas ad.” e “quanto mais proximo da
estiverx, mais proximo dé estar&(x)”. Também todos perceberam que a situacao da funcéo
g no ponto de descontinuidade é diferente da situgg&oocorreu coni no pontoa, pois

falaram “... pelo movimento do pontq g(x) se aproxima de dois pontos diferentes...” e

“primeiro g(x) se aproxima de um, depois de outro ponto” e, aiexibindo o movimento do
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pontox “se vem por aqui (direitajj(x) se aproxima de 3 e se vem por aqui (esque@ase
aproxima de 1, ndo vai para um ponto s0”.

Durante o desafio proposto se observou maior tiec@éias entre os participantes.
Todos concluiram que no caso da fundmmo no exemplo da figura 1, uma vizinhanca do
pontoa tem como imagem uma vizinhanca do ponte, no caso dg, uma vizinhanca do
ponto de descontinuidade possui uma imagem “furaN@hhum deles pensou em tomar
primeiro uma vizinhanca do contradominio e verifigaexisténcia de vizinhangca no dominio

de tal forma que desta vizinhanca possua imagem na primeira.

Consideracoes Finais

O uso de tecnologias computacionais foi um faddétano entendimento de limite
pelos alunos, visto que todos eles conseguirantediéear, mesmo sem nomear, as duas
situagOes propostas, a saber, continuidade e desadade de funcdo em um ponto por
vizinhangas. Conforme as consideragfes de Vinn@89)la visualizacdo geométrica do
grafico das funcbes e a dindmica do software faereen a intuicio que acreditamos
necessaria a compreensao desse conceito como taf@mbéeferéncia Fischbein (1987) uma
vez que no didlogo dos alunos a intuicdo foi aafeenta essencial para produzir a certeza
sobre as representacdes e interpretacfes dosfatematicos aparentemente evidentes.

A experiéncia nos levou a pensar que a formalizagaoonceito de limite deva ser
induzida, pois nenhum dos alunos considerou a ifi@imal. E possivel que com a
experiéncia de idéia prévia, exista conflito convaselementos. No caso, a idéia prévia e
considerar a imagem a partir de valores do doméim,novo elemento é considerar valores
do dominio a partir de valores da imagem.

Pretendemos dar seqiiéncia a este projeto de pesdairando e aplicando outros
instrumentos de investigacdo na tentativa de covapr@a hipdtese de que o uso de
tecnologias computacionais pode representar umedideal no ensino e na aprendizagem do

Calculo Diferencial, Integral e Analise Matematieaformacéo inicial do professor.
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