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INTRODUCAO

Dentre as ferramentas computacionals que podem s utilizades para se resolver um
determinado problema, exigtem aguelas puramente numéricas, que utilizam agoritmos bem
conhecidos para encontrar solugdes de equacles, e exigem aquelas agébricas. A principd
diferenca entre das € a exaidé da respota na computacdo numérica os dados (nimeros)
s80 armazenados como NUMeres reais, € como a cgpacidade de memdria dos computadores
€ limitada, os arredondamentos acabam afetando a precisio da resposta. JA na computacéo
ambdlica, como os dados 5o armazenados como fragbes e manipulados dgebricamente, a
precisfo da respodta € total. Outra vantagem da computacéo smbdlica é a possibilidade do
uso de “formulas fechadas’, ou sga, aresolucdo de problemas literais.

O MuPAD (Multi-Processng Algebra Daa Tool) é um sstema de computacéo
agébrica (CA.S. — Computer Algebra System) interativo, desenvolvido a partir de 1990 na
Universdade de Paderborn (Alemanha) com todos os recursos dos principais softwares
comercias nesta aea, como o Mahematica e 0 Maple. A principd vantagem do MuPAD
sobre estes softwares € a possbilidade de serem definidos novos tipos de dados (criando
estruturas dgébricas, como grupos ou anés, por exemplo) e a de se adicionarem programas
em C++ ao nlcleo do Sgtema

O MuUPAD pode s copiado no ste http:/Mmww.mupad.de, que é o Ste do
fabricante. Exigem versdes para Windows, Linux e MAC. Para Linux, a versdo completa é
livre, e para Windows e MAC exigem versdes de demondracéo (MuPAD Light) com uso
restrito de memdria, restricdo eda que pode ser removida com 0O registro (gratuito) do
programa. Outra redricdo da versdo Light € a imposshilidade de editar uma linha de
comando ja interpretada. Assm, é necessxio copiar-colar 0s comandos para dteralos
Ainda, 0 é possive sdvar 0 arquivo de trabaho em formao texto. A versio em que ete
tutorid sebassiaéalight 25.2.

Ede tutorid cobrird os aspectos basicos do MUuPAD para os mas variados fins,
como a resoluggo de problemas de Algebras Abstrata e Linear, Otimizagdo e Céculo
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Diferencid e Integrd, dém de comandos usados para programar procedimentos e lagos de
programacdo. Ao invés de sintaxes formais, os comandos sfo apresentados com exemplos
comentados para propiciar um uso imediato das fungdes.

Ede tutorid foi plangado com o objetivo de ser materid didaico de um curso sobre
0 MUPAD para os dunos do Depatamento de Matemética da Universdade Federd de
Vigosa Assim, a ordem de gpresentac@o dos tdpicos segue a ordem na qua as disciplinas
relacionadas s80 cursadas pelos dunos de Mateméica na UFV. Ainda assm € possive
edudar edte tutoriad dterando a ordem das segOes, pois pouca ligacdo existe entre secles
gue cobrem &ess didintas da Mateméica O mesmo motivo explica o carder badco da

abordagem dada aos conceitos matematica e computacionals.
Ede trabdho € pate de um projeo de Inicdacd Cientifica do Programa

Indtitucional de Bolsas de Iniciagéo Cietifica— PIBIC/UFV, financiado peo CNPg.

Ricardo Miranda Martins
Vicosa, 2004
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INTERFACE, ENTRADA E SAIDA DE COMANDOS

Ao s iniciado, 0 MUPAD fica pronto para receber indrucdes. Sua janda € bem
smples, com um espago para digitagdo de comandos e gpresentacéo de resultados e aguns
poucos botdes e menus. Abaixo segue uma decricdo dos menus e botdes na interface do
MUuPAD.

File Edit View
Save as | Salva o conteudo |[|Undo Desfaz o ultimo Toolbar [ Mostra/Oculta os
atual da planilha comando icones
Print Imprime a Cut Recorta a selecao || Status Mostra/Oculta a
planilha atual atual bar barra de status
Print Visualiza a Copy Copia a selecéo Options | Opc¢des de fonte e
Preview | impressao atual caminho de
bibliotecas
Print Configura a Paste | Cola o conteudo
Setup impresséao da area de
transferéncia
Exit Fecha o MuPAD Delete | Apaga toda a
All planilha atual
Session Help
Evaluate Executa linha Browse Manual [ Procura algo o
de comando sistema de
atual ajuda
Pretty Print Alterna o modo (|Open tutorial Abre o tutorial
de apresentar interno
os resultados
Text width Configura o Help topics Mostra os
tamanho do topicos da ajuda
texto
Stop Kernel Forca a parada ||Register Registra o
do comando MuPAD Light
atual
About ... Informacdes
sobre o MuPAD

& /g L%

Recortar Imprimir Executar linha Iniciar Tutorial interno
Copiar Parar computacao Procurar na ajuda
Colar
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A entrada de comandos € bem intuitiva, e as operagies aritméticas 2o redizadas do
modo usud. O modo de s usy uma funcdo € bem parecido com o que é feto
manuamente. Cuidado! O MUPAD diferencia mailscuas de mindsculas, e a maoria de

suas fungdes sBo em letras mindsculas. Assm, cos(x) é diferente de Cog(x) ou de cog(X).

Vegaum exemplo:

&1 - HuPAD Light [Wmegistered)
Eie Echt Wiew Session Help

sl 8] 410] Wit

14

D.07T073720147

Aezadp, kemel cnfne MemB7E,T 2¢

Na interface do MUPAD, os textos em vermdaho denotam entrada de comandos, e

em azul, arespodta

Na figura acima, o primeiro comando € um comando aitméico normad. O simbolo
* @ usado para a multiplicac@o. Para divisio, usamos / e para poténcia, », por exemplo, para
cacularmos 23 devemos digitar no MUuPAD: 2*3 [ENTER].

Na sgunda linha da figura, 0 MUPAD ¢é irgruido a cdcular o vdor da funcio
cosseno no ponto 1,5 (os vaores devem ser passados em radianos e 0 separador de
decimais € o ponto, e ndo avirgula).

A maioria dos comandos no MUPAD segue a Sintaxe (Sntaxe € 0 “modo” de usar 0
comando) da funcdo cosseno, ou sga para cacularmos o vaor da fungéo f no ponto X,

devemos digitar f(X). Vgaum exemplo:
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Se quisermos que o MUPAD faga o gréfico da funcdo cos(x), devemos usar a fungéo
plotfunc2d, que, como o nome ja diz, “plota’ (desenha) fungbes em duas dimensdes. A
dntaxe da funcdo plotfunc2d é a seguinte plotfunc2d( f(x), g(x), x=a..b), onde f e g o
fungbesea..b é o intervao que queremos do gréfico. No MUPAD, ficariaassm:

i - MuPAD Light (Unregistered)

File Edit “iew Session Help

@ 2| o] Wl

¢ plotfunciZdi{cosi(x), ==0..Z2*PI)

Ready, kemel online {rem 2380 o

O resultado aparecera numa nova janda

= Graphics - ¥Cam Light [Urregistered)

Ele Edt View Perspective Help
=(Ea| aalv|v[cles|a]|

o)

¥ 1

s T

u]

05T =

A+

4

O dd¢ema de guda do MuPAD é bem completo, asam, se tivermos quaquer
divida, podemos usar 0s seguintes comandos:

F2. Ativao ssemade guda
>> info(comando): Mostrainformagdes sobre “comando”
>> ?comando: Mostra gjuda sobre “ comando”
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ARITMETICA

O MUPAD tem véaios recursos para se traba har somente com nimeros.

Os comandos abaixo edardo todos comentados. Os coment&ios comegcam e
terminam com um sind #. No MuPAD, todo 0 texto escrito entre #'s ndo € executado. E
possivd entrar va&ios comandos numa Unica linha, bastante separalos com um ponto-e-
virgula (}), e a ordem da resposta sera a mesma ordem da entrada dos comandos. Os
comandos podem ainda ser separados por dois pontos (:), porém, seu resultado ndo serd
mosirado. Neste tutorid, o prompt do MuPAD (a bolinha vermeha) serd subdtituida pelo
and “>>" parasmplificar anotacgo. Entéo, alinha:

>> | 0g(2,8); #Calcula o | og de 8 na base 2#

3
ficariano MUuPAD:

ifif - MuPAD Light [Unregistered)

File Edit “iew Session Help

telm| &) 2|o] vlw
¢ log(Z,8); #2alcula o log de 8 na base Z#
3
L ]
Ready, kermel online [Mem 1180, TO: | s

Agora, as operacles aritméticas bésicas

>> 2+3; #Soma#

>> 2*3; #Mul tiplicacao#
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>> 6/2; #Divisao#

>> sqrt(9); #Raiz quadrada de 9#
3

E possivd anda redizar as operagies aritméticas utilizando fungdes internas do
MuUPAD a0 invés dos operadores usuais. Para is0, exisem as fungbes _plus, _subtract,
_mult, divide e power (para adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisfo e potenciacéo,
respectivamente). O uso de todas das € semehante:

>> plus(1,10);
11

>> power (2, 10)=27210; #Potenci acdo, de duas formas #
1024 = 1024

Agora um exemplo mais complicado do uso da funcdo _plus para produzir um
Somaorio:

>> plus(i”2 $ i=1..10); #Calcula a soma dos quadrados dos
inteiros, de 1 até 10#

338350

Algumas vezes, quando uma divisso ndo for exaa, a respodta sera dada na forma de
fracd. O mesmo acontece para extracdo de raiz ndo exata e em aguns outros casos. Para
for¢& 1o aexprimir aresposta como um ndmero red, 0 comando é float. Por exemplo:

>> 3/ 2
3/ 2

10
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>> f| oat (3/2)
1.5

>> sqrt(6)
1/ 2

>> float(sqrt(6))
2.449489743

Para evitar 0 uso do comando float, é possivel digitar 0 nlmero com casss decimais.

Por exemplo:

>> sqrt(6.0)
2.449489743

Para cdcular a raiz clbica de um nimero, deve-se usala na forma de fraco, ou

sgja, araiz clbicade 2 é 0 mesmo que 2V°

.Ousga
>> 2. 07(1/3)
1. 25992105

O vdor das famosas congantes matemétices P e “€’ (NUmero de Euler) gparece no
MUPAD com uma precisio tdo grande quanto e quera (ou quanto a memdria do
computador permitir). O uso destas congtantes é como usud, ou sga

>> float (Pl)

3. 141592654
>> f| oat (E)
2.718281828

11
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O vador do Numero de Euler pode ser obtido pela funcdo exponencid gplicada no
ponto x=1.

>> float( exp(l) )
2.718281828

>> cos(Pl)
-1

>> float(PlI"2+2*E); #Sem o float, o MIPAD sinplesnente
reescreve esta expressao#
15. 30616806

Caso sga hecessaio usar 0 resultado do Ultimo cdculo, € possive usar o simbolo

%. Seu uso € smples, como no exemplo abaixo:

>> PI*EN2; # O MIPAD ndo ir& retornar o valor desta
expressado, ou seja, precisarenos usar a funcao float#
2
Pl exp(1)

>> float(%; # Usando a funcdo float sem reescrever toda a
expressao anterior#

23. 21340436

Outra “condante’ exigente no MUPAD € a infinity. Ela representa “o infinito”, ou
sga, um nimero muito grande. E possivel operar com infinity:

>> 10+infinity;
infinity

12



MuPAD Tutorial

>> 1-infinity
-infinity

>> infinity/infinity; # Cuidado! |Isso ndo vale 1!'#

undefi ned

Em dguns cdculos envolvendo o infinito o MUPAD rediza um processo de limite
antes de mogirar o resultado:

>> 1/infinity

A precisio dos resultados pode ser facilmente dterada. E necessario, para isso,
dterar 0 vdor de uma vaiavd. As vaiaves no MUuPAD s definides da mesma forma
que na maoria des linguagens de programacio. A sintaxe € VARIAVEL:=VALOR. No
MUuUPAD, a vaiavd DIGITS guada a informacdo sobre quantos digitos devem ser
congderados no cdculo. O padréo é 10, mas pode ser aterado. Por exemplo:

>> float(Pl)
3.141592654

>> DI TS: =200
200

>> float(Pl); #Agora terenos Pi com 200 digitos!#

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494

4592307816406286208998628034825342117067982148086513282306647

0938446095505822317253594081284811174502841027019385211055596
44622948954930382

13
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Exigem fungbes especificas para lidar com aitmética Abaixo seguem agumeas
delas:

>> abs(-2); # Retorna o nddul o de um naner o#
2

>> ceil (1.51); #Arredonda o nunero para o proxino inteiro#
2

>> floor(1.51); #Arredonda para o inteiro anterior#
1

>> round(1.51); #Arredondanento padr&do, para o inteiro nmais
pr OXi mo#

>> trunc(8.374637); #Retorna a parte inteira de um nanero#
8

>> fact(4)=4!; #Funcado Fatorial, que pode ser usada de duas
manei r as#
24=24

>> jfactor(338272); # Fatora em prinbs um dado inteiro#
5 2
2 11 31

>> jsprinme(1001); isprine(3847); #Verifica se um nunero é

pri no#
fal se

14
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>> 23 nod 5; #Retorna o resto da divisdo do prineiro
par anetro pel o segundo#

>> 23 div 5; #Retorna o quociente na divisao do prineiro

par anetro pel o segundo#

>> sign(-7); sign(7); #Funcdo sinal: retorna —1 se o nunero
for negativo e 1 se for positivo#
-1, 1

Um outro snd importante é o de diferente. No MUuPAD, o snd de diferente é 0 <>
(menor ou maior, ou sga, diferentel). O comando abaixo pergunta se 2 € diferente de 3. A
resposta, claro, € Verdade.

>> js(2 <> 3)
TRUE

15
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NUMEROS COMPLEXOS

A unidade imagindia i, no MUPAD, é representada como | (i madsculo). Um
nimero complexo, ou sga um ndmero do tipo atbi, onde i=[0-1. No MuPAD €es so
definidos da mesma forma, e é possivd operalos e explorar suas propriedades.da mesma
formaque os nimerosreais.

>> x:=2*|+1: #Define o nunero conpl exo x#

>> y:=3*|-5: #Define o nunmero conpl exo y#

>> x+y; X*y; #Al gunmas oper acoes#
- 4 + 51
- 11 - 7 |

>> x"3; #Potenciacdo de um nunero conpl exo#
- 11 - 2 |

>> x/y; #Divisédo entre conpl exos#
1/34 - 13/ 34 |

>> abs(x); #Retorna a nornma de x#
1/2
5

>> Re(x); #Parte real de x#; Im(x); #Parte imginaria de x#
1

2

>> 1/ x; #lnverso de x#
1/5 - 2/5 1

16
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ALGEBRA BASICA

Como um Sigema de Computacdo Algébrica, 0 MUPAD mostra sua forca quando
tratamos de problemas onde é necessria a manipulagcdo dgébrica de expressdes. Ao
contrério de caculadoras (néo-programavels como as famosas HP48/49), o MuPAD pode
reconhecer e operar objetos tais como polindmias, fungdes, meatrizes, entre outros.

Inicidmente lidaremos com palindmios em umavariave.

Os padindmios o digitados da forma naturd, ou sga com x denotando a
indeterminada (varidvel) e os codfidentes numéricos. Ao trabdhar com polindmios, é
sempre bom armazenar os polindmios em vaidves, ou sga

>> p: =XN2+4* X+2
2
4 X +x + 2

>> sol ve(p); #Encontra as raizes do polinbm o p#
1/2 1/ 2
{[x =2 - 2], [x=-2 - 2]}

>> numneric:: pol yroots(p); #Usa nétodos numéricos para
encontrar aproxi magdes das raizes do polindm o p#
[-0.5857864376, -3.414213562]

>> p+1

4 X + x + 3

>> . =x"3+4

17
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Abaixo seguem aguns comandas Utel's para trabahar com polindmios.

>> factor(p+2); #Fatora polindm os#
2
(x+2)

>> factor(qg-5)
2
(x - 1) (x +x + 1)

>> expand(p*q); # Expande um pol i noni o#
2 3 4 5

16 x +4 x +2x +4x +x + 8

Para dividir dois polindmios, o comando € divide(f,g), e ee retorna o0 quociente e o
resto da divisio do polinbmio f pdo g.

>> divide(p,q)
2
0, 4 x +x + 2
O que deu errado? Nada. Vea que o grau de p € maior que o gau de g. AsSm, o
quociente dadivisio €0 e 0 resto € 0 proprio p. Seinvertermos:
>> divide(q, p)

X — 4, 14x + 12

Para obter somente o quociente e/ou 0 reso de uma divisdo, podemos fazer como
abaxo:

18
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>> divide(q,p, Qo); #Retorna o quociente da diviséao#
X - 4

>> divide(q,p, Rem; #Retorna o resto (Renmainder) da divi sao#
14 x + 12

Ao trabahar com eguagdes polinomias, exisemn dois comandos bem Utels

>> a:=p=3; #A vari avel a recebe a equacdo p=3#
2
4 x +x +2 =3

>> | hs(a); #Left-Hand Side, retorna o |ado esquerdo da
equacao a#
2
4 X +x + 2

>> rhs(a); #Right-Hand Side, retorna o lado direito da
equacao a#
Para resolvermos uma equacao polinomid, o comando é novamente o solve:
>> solve(p = 30)
1/ 2 1/ 2

{[x =- 42 - 2], [x =42 - 2]}

Cuidado! Devido ap espaco entre 0 “4” e 0 “2”, aregpodta acima deve ser lida como
“x=-4CP -2 ou x=4Cp -2".

19
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Agora duas fungdes muito Utels para se trabahar com quociente de polindmios:
>> t:=p/q: #A variavel t recebe p/q, uma fracdo. O sinal
doi s-pontos no final, ao invés da virgula, faz com que este

comando nédo dé resposta#

>> nuner (t); # Extrai o nunerador de uma fracao#
2

4 X +x + 2

>> denom(t); # Extrai o denom nador de uma fracao#
3

X + 4

Algumeas expressdes s2o smplificadas de umaforma bem inteligente pdo MuPAD:

>> a:=cos(x)"2+sin(x)"2: # “sin” (sine) é a funcdo seno#

>> sinmplify(a)

>> p:=(x"2-1)/(x+1)-(x-1):

>>sinplify(b);

A decomposicdo em Fragbes Parcias é um dos recursos do MuPAD. Usando

FragOes Parciais, € possivel smplificar equagBes racionas. Por exemplo:

>> p: =4*x"2] (x"3-2*x-1):

20
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>> partfrac(p)

Cdculos envolvendo somatorios e produtdrios também sfo possvel no MUPAD,
com 0 uso dos comandos sum e product. Vea abaxo:

>> sun(x, x=1..10); #Soma x, comx indo de 1 até 10, ou seja:
1424344+, . . +9+10#
55

>> product (x, x=1..10); #Quase o nesnp aci nma, porém com a
mul tiplicagdo: 1*2*3*4*, .. *9*10.#
3628800

Ainda é possivel usar expressies mais complicadas nos somatorios e produtdrios:

>> p: =X- >x"2+2*x+3; #Define uma funcédo polinom al #

X -> X"2 + 2*xX + 3

>> sum(p(x),x=1..5); #Faz a soma p(1l)+p(2)+...+p(5)#
100

>> sum(1/n*2, n=1..infinity); #Umresultado interessante:
gqual sera a soma dos inversos dos quadrados dos naturai s?#
2
Pl

21
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>> soma: =sum( x*y, y=1..10); #Cria uma soma#
2 3 4 5 6 7 8 9 10

>> product (soma, x=1..5);

30927892585815506160000

O readtado adma equivde a ddinr uma funcdo polinomid Sx) a patir do
polinbmio soma e fazer aconta (1)*2)*...*95).

Outro exemplo importante, usando a funcdo binomial, usada para cacular
binomias binomid(n,i)=n!/[(n-)!*i!].
>> sum( binom al (15, n), n=0..15)
32768
>> 27 15;

32768

Coincidéncia? Néo, jaque O(p)=2"!

22
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ESTRUTURAS DE DADOS

Edruturas sfo formas de s agrupar dados que tem uma certa edtrutura e ordem.
Paramanipular estes dados, existem operacOes especias e regras especias.

As principais edtrutura de dados S0 as sequéncias, que no MUuPAD podem ser
criadas muito facilmente. A patir ddas, podemos criar ligas e conjuntos O comando

abaxo criauma sequéncia e aamazena na variave seq.

>> seQ: =a, b,c,d
a,b,c,d

Para crir sequéncias longas, € mdhor usar indexadores a0 invés de letras para

diferenciar asvaiaveis. g0 éfeto com o Smbolo $, como abaixo:

>> seq:=a[i] $i=1..10
a[1], a[2], a[3], a[4], a[5], a[6], a[7], a[8], a[9], a[10]

Podemos extrair d ementos de uma sequéncia pelo sua posicéo, ou sga

>> seq[2]; # Mostra o segundo el enento da sequéncia seq#
a[ 2]

Ainda, é possive dterar o vdor de um demento dentro de uma seqiiéncia

>> seq[2]:=5

>> seq
a[1], 5, a[3], a[4], a[5], a[6], a[7], a[8], a[9], a[10]

23
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Repare que 0 segundo demento agorando é mais 0 g 2], e Sm o nimero 5.

Vamos definir agora uma segiiéncia numérica para explorar dguns dos comandos
do MUPAD para se lidar com segiiéncia.

>> nuneros:=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

A segliéncia acima poderia ter 9do criada mas fadlmente com o comando
numeros.=i $=0..9.

Podemos extrair 0s extremaos de uma sequéncia com comandos bem intuitivos:

>> max(nuneros); m n(nunmeros)

Para obtermos a soma dos eementos de uma sequéncia, 0 comando estd abaixo.
Repare que o indice de soma (i) abaixo € diferente do indice que usamos para criar a
Seguéncia numeros.

>> sum( nuneros[i], i=1..10)
45

Uma liga é uma seqiiéncia ordenada de objetos ddimitada por colchetes. Algumas
das operacOes com sequéncias ligadas acima podem ser usadas para lidas. Veremos mais

dgumasagora

>> L:=[ 1,86,45,3,5,6,8,x]
[ 1,6,45,3,5,6,8,X]
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>> nops(L); #Mostra o nunero de elenentos na |lista L#
8

>> contains(L, 4); #Verifica se o nunero 4 aparece na lista

lista L; sendo, retorna O#

>> contains(L, 6); #Caso o segundo argunento apareca na
lista, ele retorna a posicado da prineira ocorrénci a#
2

Para adicionar dementos a uma lisa, 0 comando € append. Para concatenar (unir)

duas listas, poder usar 0 operador ., como abaxo:

>> M =[a, Db, c]
[ a, b, c]

>> append(M d)
[a, b, c,d]

>> L. M
[1, 6, 45, 3, 5 6, 8 x, a, b, c]

E possive ordenar uma lista de acordo com a magnitude dos objetos. Por exemplo,
vamas ordenar aligaL.M:

>> sort(L. M
[a, b, ¢, x, 1, 3, 5, 6, 6, 8, 45]
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Pode-se usar 0 comando zip para operar com duss listas. Sua dntaxe é a seguinte:
zip(A,B,comando), onde A e B sfo objetos e comando é um comando que use dois
argumentos (este comando sera usado para“unir” A e B).

>> A =[1,2,3]: B =[x,y, z]:

>> zi p(A B, _plus); #Estanps unindo A e B aditivanente#
[x +1, v + 2, z + 3]

>> zip(A B, _mult); #Estanos unindo A e B nultiplicativanente#
[x, 2y, 372]

>> zi p(A B, _power); #Estanps unindo A e B por poténci as#

y z
[1, 2, 3]

Conjuntos, que sfo sequéncias nao-ordenadas de objetos, podem ser criados da
mesma forma que ligas e sequéndias. As operagbes mals comuns com conjuntos (uniéo,

intersecéo e subtracdo) sfo redlizadas daformausud.

Cuidado! A ordem gpresentada na tela quando se define um conjunto € uma ordem
deatdria, criadaa partir de regras internas do MuPAD.

>> A ={1,2,3}: B:={4,5,6}: C ={1,4}: #Estanpos criando os
conjuntos A, B e C#

>> A union B; #Uni & do conjunto A como B#
{1,2,3,4,5, 6}

>> A mnus B; #Conjunto A nenos o conjunto B#
{1, 2, 3}
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>> A mnus C #Conjunto A nenos o conjunto C#
{2, 3}

>> (A intersect C wunion B; #Prineiro o MIPAD calcula a
intersecdo do conjunto A com o C, e faz a unido deste
resultado com o conjunto C, repare na diferenca entre o
resul tado deste comando e do proxino #

{1,4,5, 6}

>> Aintersect (C union B); #Calcula a intersegcao do conjunto
A com a uni do dos conjuntos C e B#

{1}

Uma outra forma de agrupar dados é em tabelas. As tabelas s5o como matrizes ou
vetores, gpesar destes objetos serem distintos parao MUuPAD.

>> Al=array(1l..2,1..2); #Cria uma tabela vazia com2 linhas e
2 col unas#

+- -+

| 201, 1], ?[1, 2] |

I |

| 702, 1], ?[2, 2] |

+- - -
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>> B:=array(1..3, 1..2, [ [1,2], [3,4],][5,6]])

+- -+
| 1, 2 |
| 3, 4 |
| 5, 6 |
+- -+

Os dementos de uma tabela podem sar modificados da mesma forma que os de uma
lista, porém, precisamos de especificar a locdizacdo do demento, fazendo uma atribuicéo
como abaixo:

>> B[1,2]:=0; # Ovalor na linha 1 e coluna 2 sera 0#
0

>> B; #Conferindo se o comando aci ma funci onou #

+- -+
| 1, 0 |
| |
| 3. 4 |
| |
| 5, 6 |
+- -+
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FUNCOES

Exigem duss mandras de = definir uma funcdo no MuPAD. A mas dirda (e
smples) é usando o operador ->, como abaixo:

>> f:=x->2*x: #Define a funcdo f, que nultiplica seu

argunment o por 2#

>> g:=(X,y)->x"2+y"2: #Define a funcdo g, que, dados dois
nuneros, retorna a sonma de seus quadrados#

E possivel criar uma fungio usando uma linguagem de programacio semdhante a0
Pascd. Algumas fungbes mais complexas devem ser criadas desta mandra Abaixo, um
exemplo (use Shift+Enter para pular alinha sem executar 0 comando):

>> g:=proc(x,y) begin

>> if x >y then return(x)
>> el se return(y)

>> end if

>> end_proc

Na primeira linha do comando acima, g € definida como sendo um procedimento
onde serdo usadas duas variaves. Nas linhas 2 e 3, 0 objetivo da funcéo é descrito: se o
primeiro parametro for maior que o primeiro, retorna-o; sendo, ou sga, e 0 segundo for o
maior, retorna ese. Na linha 4 o comando if é terminado e na 5% linha o comando proc é

findizado. Assm, dados dois nimeros, afuncéo g mostrao maior deles.

>> (100, 4)
100

>> g(4, 100)
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100

Para cdcular 0 vdor da funcdo em um ponto, a Sntaxe € idéntica a manera usada
manua mente:

>> f(4)
8
>> f(3.14)
6. 28
>> g(1,2)
5

>> g(1,f(5)); #Aqui wusanps uma conposicdo de funcgdes
equi val ente a cal cularnos g(1,10), ja que f(5)=10#
101

= Graphics - ¥Cam Light [Unregist... [ H[=] E3

Fie Edt Miew Perspective Help No MuPAD, s for preciso definir uma funcéo por
S|E[S| R[SUD|VC[ ] F] 2] | pates deve-se usar afuncio piecewise

pircewizex < 0, Fu+ =*2], [«=0,0], [0 <= 2%+ 1]}

' 751 >> P: =x->pi ecew se( [ x<0,
51 xN2+4*x], [x=0, 0], [x>0, 2*x+1])
St X -> piecew se([x<0, x"2 + 4*x],
B g 5 [x =0, 0], [0 < x, 2*x + 1])
. -2 ] 2 4

Ao lado, um g&ico da funcdo adma

definida Os comandos paa produzir gréficos

#| como este serdp apresentados na proxima segio.

Para cacular compos ¢éo de fungdes, pode-se proceder de duas maneiras.
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>> h:=f@: #Defininos a funcdo h cono sendo f conposta comf#
>> h(1l); #Agora calculando h(1)=f o f(1)=f(f(1))=f(2)=4#
4

>> h: =f @B: #Definindo h cono a conposta de f comela nesna 8

vezes#
>> h(1)
256

A composicéo de fungdes pode ser usada juntamente com outras operacOes.

>> u: =g*cos@
((x, y) -> x"2 + y*"2)*cos@x -> 2*X)

>> u(1l,2)
5 sin(2)
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GRAFICOS

O MuPAD possui fearamentas vaiadas paa renderizar  (desenhar) objetos
matematicos em duas ou trés dimensdes. Exige uma biblioteca para lidar com os casos
mais complexos, porém exisem comandos padréo para gréficos de funcdes, tavez os mas
desenhados.

Os comandos para tracar gréficos de fungdes (ou equaces) sfo badcamente 4:
plotfunc2d, plotfunc3d, plot2d e plot3d. Os gréficos gerdmente goarecem em uma janela
separada, parafacilitar avisudizagéo.

>> plotfunc2d( x*3, x=-3..3); #Gafico da funcdo y=x"3, no
interval o de x=-3 até x=3.#

E possivel plotar vérios gréficosjuntos.

>> pl ot func2d( sin(x), cos(x), tan(x), x=Pl..Pl); #G aficos

de seno e cosseno, numa nmesnma j anel a#
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E seafungdestiver duas varidves.
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>> pl ot func3d(l n(x*2+y~2)/(x"2), x=-10..10, vy=-10..10)
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As fungdes plotfunc2d/3d na redidade executam as “verdaderas’ fungbes de
plotagem, plot2d/plot3d, passando os par@metros padrdo. Por isso, estas duas fungdes
mostradas SO devem ser usadas para gréficos de fungdes que ndo necessitem de parametros
especiais. Porém, usando estes parametros (que podem ser vidos digitando ?plot2d ou
?plot3d), € possivel conseguir gréficos bem interessantes, como os gréficos abaixo:
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Para usar a fungdo plot2d, € preciso de uma das duas coisas uma lista de objetos
geométricos (como pontos ou poligonos), ou uma parametrizacdo do tipo u -> [x(U), y(u)]
da curva que se desga plotar. Uma funcéo do tipo y=f(x) pode ser parametrizada facilmente
pela funcéo x> [x, f(x)]. Se a funcdo que se desga plotar tiver dguma descontinuidade, €
necessio usar a opgdo Discont=TRUE. Abaixo ssguem dguns exemplos (coment&ios
em itdico e entre colchetes):

>> pontol: =point (1, 0, [Esteponto teracoordenadas (1,0)]
Col or =RGB: : Bl ue) : [0 (1,0) serd Aaul]

>> pont 02: =point (0, 1, Col or=RGB:: Red): [Oponto(0,1)seravermeho]

>> cont orno: =pol ygon( [Inicio da criacdo de um poligono]
point(1,1), point(0,1), point(1,0), [Vérticesdopoligono]
Col or =RGB: : Brown, [Cor do poligono: Marron|

Cl osed=TRUE [O poligono ser& fechado]

) :

>> triangul o: =pol ygon(

point(0,0), point(0,1), point(1,0), C osed=TRUE,
Fi |l ed=TRUE, [O poligono ser& preenchido]

Col or =RGB: : Anti que ):

>> Fi gura: =[ Mode=Li st, [a“Figura’ serddescritacomo umalista]
[ pont0ol, ponto2, contorno, triangul o] [Objetosnafigura]

]:

>> pl ot 2d(

BackG ound=RGB: : Whit e, [Cor defundo: Branco]

Poi nt W dt h=50, [largura dos pontos. 50 pixels]

Poi nt Styl e=Fi | | edCircl es, [Egtilodospontos: Circulos preenchidos]
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Fi gur a [Listados objetos|
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Agoraum exemplo do uso de equacies paramétricas.

>> graficol: =[ Mode=Curve, [MododeEqgs. Paramétricas]
[u, 2/(u+l)*cos(u)], [Parametrizacdo do gréafico]

u=[ 0, 2*PI], [Intervalo]

Styl e=[ Li nesPoi nt s] [Estlo do grafico: Linhas e Pontos]
l;

>> grafico2: =[ Mode=Curve, [u, cos(2*u)], u=[0,2*PI],

Styl e=[ I npul ses], [Edtilodogréfico: “Impulsos’ (Rachura na &rea abaixo do
grafico)]

Gri d=[ 200] [definicdo do grafico, quanto mais alto mais bem definido, padréo=100]
l;

>> grafico3: =[ Mode=Curve, [u, sin(2*u)], u=[0,2*PI],
Styl e=[ Li nes], [Estilodo gréfico: Somente linhas]

Snoot hness=[ 10] [Suavidade do gréafico: O padrédo € 0]

l;
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>> pl ot 2d(graficol, grafico2,grafico3, Title="Exenplo de
Grafico usando Equacdes Paranetricas") [Plotatodososgréaficos,

adicionando umtitul 0]
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E possivel desenhar uma superficie no MUPAD entrando com informagBes sobre as
coordenadas de dguns de seus pontos com o comando matrixplot, que pertence a

1|[||

‘ ‘lmhim.. y HH‘

biblioteca plot. Para td, basta definir uma matriz td que 0 demento na poscéo aj é o vaor
de z para (x,y)=(i,j), ou sga, s 0 primero demento é 3, entdo o ponto (1,1,3) pertence a
superficie. Abaixo segue um exemplo:

>> S:=matrix(|
[ 3,4, 2],
[3,1,2],
[5, 3, 4]
]1): #Cria a
matri z de coordenadas#

>> plot(plot::matrixplot(S));
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A plotagem de gréficos de equaches pode ser feita com o comando implicit, da
biblioteca plot, que € voltado para trabdhar com fungdes implicitas. Se for usada uma
exXpressao ao invés uma equacdo, 0 MUPAD trandforma esta expresséo em uma equacao,
igudando-a a zero. Os pontos pertencentes a estes gréficos sfo resolvidos usando métodos
numeéricos, portanto, o vador da vaiavd DIGITS pode induenciar a qudidade dos
desenhos.

>> plot( plot::inplicit( x"2+y"2=9, x=-4..4, y=-4..4))
>> plot( plot::inplicit( 5*x"2+42*y"2-12, x=-4..4, y=-4..4))
>> plot( plot::inplicit( 5*x"2-12*y"2-7, x=-4..4, y=-4..4))
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Os recursos do implicit podem ser usados para plotar uma familia de equacOes
(fungBes), usando a opcdo Contours. Seu uso é smples plot::implicit( f, x=a..b, y=c..d,
Contours=[ci, ©, ..., G]) plota as equagdes f=cy, f=cy, ..., f=C, juntas. Por exemplo, abaixo
est?o plotados os graficos de X2+yP=1, X*+y*=4 e ¥+y?=9 e de uma familia de equagdes
dipticas

>> plot( plot::inplicit( x*"2+y”2, x=-10..10, y=-10..10,
Contours=[1,4,9]))

>> plot( plot::inplicit( x"3+2*x+2-y~2, x=-10..10, y=-10.. 10,
Contours=[0,1, 2, 3]))
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Pode-s¢ anda plotar gréficos usando outros tipos de coordenadas, como
coordenadas polares, esféricas ou cilindricas.

Para coordenadas polares, 0 comando (com a sintaxe) é o seguinte: polar( [r.t],
t=[a,b]), onder é umaf(t), como nos exemplos abaixo:

>> plot( plot::polar( [1+3*cos(2*t), t], t=[0, 2*PI]))

>> plot( plot::polar( [1+cos(t), t], t=[0, 2*PI]))

sphics - VCam Light [Uniegie .. [ [=] E3
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As coordenadas eSféricas S0 definidas a partir das coordenadas retangulares pela
tranformacio (X,y,z,)->r(cosOsing, sinOsing, cosd), sendo O e & os angulos que o vetor
(xy,2) faz coom os exos X ey, regectivanente. Para gréficos usando coordenadas
esféricas, 0 comando é spherical([r, O, €, u=a..b, v=c..d)), comr, O e & fungbesde u e .

38



MuPAD Tutorial

Para coordenadas cilindricas, 0 comando € o cylindrical e a Sntaxe € a mesma do anterior.
Seguemn exemplos de gréficos plotados nestes sistemas de coordenadas:

e o e

] S

>> plot( plot::spherical( [2, >> plot( plot::cylindrical(
u, v], u=0..3*PlI, v=0..PI) ) [1, u, v], u=-Pl..PI, Vv =-
1..1))
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Célculo Diferencial e Integral

O MUPAD cdcula limites, derivadas e integrais podendo s uma ferramenta Uil
paratrabahar conceitos de Cdculo.

Para cdcular um limite no MUPAD, a dntaxe é limit(funcao, x=ponto, direcao),

onde “direcd0’ é Left para limite a esquerda, Right para limite a direita, e s omitida,
supde-se o limite bidireciond. Por exemplo:

>> f:=x->1/(x-1): #Uma funcdo descontinua em x=1#

>> |imt( f(x), x=1, Left); #OIlimte tendendo a esquerda de
X=1#
-infinity

>> |imt( f(x), x=1, Right); #Olimte tendendo a direita de
X=1#

infinity
>> limt( f(x), x=1); #Conp os dois limtes acim séo
diferentes, olimte bilateral ndo existe!#

undefi ned

Para conferir as respodtas graficamente, € possivel plotar o gréfico da fungdo acima
definida
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>> funcplot2d( f(x), x=0..2);
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A derivada de uma funcdo pode ser caculada agebricamente no MUuPAD, com o
uso do comando diff, como namaioria dos outros softwares mateméticos:

>> f:=x->x"2*sin(x):
>> diff( f(x) , x); # Deriva a funcdo f emrelacdo a
vari avel x#

2
2 X sin(x) + x cos(x)

Ou entdo de uma maneira idéntica anotacdo de Newton para derivadas:
>> £ (x)

2
2 x sin(x) + x cos(x)

41



MuPAD Tutorial

>> 7 (x)
2
2 sin(x) + 4 x cos(x) - x sin(x)

Com a derivada € possivd determinar retas tangentes a gréficos de fungdes, j que o
valor da derivada de uma fungdo em um ponto X% determina a indinacdo da reta tangente a
curva naguele ponto. Vega abaxo:

>> g =x->X"2+2*x-4: #Uma funcdo polinom al #
>> ponto: =1: #O ponto pel o qual sera tracada a tangente#

>> | nclinacao: =g' (ponto): #Defininos inclinacao cono sendo a
deri vada no pont o#

>> reta_tangente: = inclinacao*(x-ponto)+f(ponto); #Aqui a
equacao da reta tangente é cri ada#
4 x - 5

>> plotfunc2d( g(x), reta_tangente(x), x=5..5); #Pl otando os
doi s graficos juntos#

Ei= Edi Wies Pespecive Hep
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A integracdo € bem semedhante a derivacdo (a funcdo f é a mesma de cima,
f(x)=x%sin(x) )
>> int( f’'(x), Xx)
2

2 sin(x) +sin(x) (x - 2)

A resposta edta correta, apesar de diferente da esperada. Uma smplificagdo resolve
0 problema

>> factor (%
2

sin(x) x

A integracd numérica é fata adicionando um intervalo de integracdo ao lado da
vaiéave deintegracio:

>> int(ln(x), x=1..4)
4 In(4) - 3

Assm, ficasendo possive cacular &reas sob gréficos, como segue
>> h:=x->In(x): #Define uma fungcdo h(x)=lIn(x)#
>> inferior:=1: #Limte inferior#

>> superior:=4.0: #Limte superior#

43



MuPAD Tutorial

>> grafico: =[ Mode=Curve, [u, h(u)], u=[inferior,superior],
Style=[I npul ses], Grid=[200]]: #O grafico da funcéo,
rachur ado#

>> | i nha: =[ Mode=Curve, [u, h(u)], u=[inferior,2*superior],
Gid=[200]]: #O traco do gréafico#

>> pl ot 2d(grafico,linha, Real Val uesOnly = TRUE );
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>> int( h(x), x=inferior..superior); #A area da parte
rachurada aci ma#
2.545177444

E possivel cdcular expansies em s&ies no MUPAD com o comando taylor. A
sntaxe é taylor (Funcéo, x=centro_do _intervalo, maior_poténcia). Veaabaxo:

>> taylor(sin(x), x=0, 10)

6 120 5040 362880
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ALGEBRA LINEAR

Uma matriz € uma tabela de nimeros (ou objetos). Apesar de matrizes e vetores
poderem ser criados como arays, desta forma € preciso definir as operagces de adicéo e
multiplicacdo destes. Para evitar ig0, 0 MUPAD exige um comando especid para criar
matrizes. Fungbes mals avancadas para tratar matrizes podem ser acionados com na
biblioteca linalg, especifica paratratar de Algebra Linear.

Para criar uma métriz, o comando é matrix(m,n), onde m é o nimero de linhas da
mariz e n € o nimero de colunas. Se as entradas da matriz ndo forem especificadas, o

MUuPAD criaumametriz de zeros.

>> A =matrix(3,3)

+- -+
| 0, 0, 0 |
I |
| 0, 0, 0 |
| |
| 0, 0, 0 |
+- -+
>> Br=matrix(2,2,[ [1,2], [3,4]]); #Criando uma matriz
especi fi cando as entradas#
+- -+
| 1, 2 |
| |
| 3, 4 |
+- -+
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>> B:=matrix(3,3,8,Dagonal); #Cria uma matri z di agonal, com

os el enentos da diagonal iguais a 8, ou seja, 8*ld#

+- -+
| 8, 0, 0 |
| |
| 0, 8 0 |
| |
| 0, 0, 8 |
+- -+

Para operar com matrizes, os comandos s80 0S mesmo usados para se trabahar com
ndmeros.

>> C=matrix(2,2, [[6,7], [9,9]])
+- -+
| 6, 7 |

©
©

A inversa de uma meatriz pode ser obtida do modo mais naturd possive:
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>> jnversa: =1/ B

>> inversa*B; #A multiplicacdo de uma matriz pela sua inversa
resulta numa matriz identidade#

Se amétriz ndo possuir inversa, umamensagem de ero (FAIL) gparece.

Para concatenar duas matrizes, o comando é 0o mesmo paraligas, A.B.

Para usar outras fungdes (mais ligadas & propriedades das matrizes e menos & suas
caacterigicas numeéricas) € necessaio usar 0 pacote lindg. Para usklo, a dntaxe é
linalg::comando(M atriz), como no exemplo abaxo:
>> |linalg::tr(B); #Retorna o traco (soma dos el enentos da
di agonal principal) da matriz B#

5

Abaixo, mais aguns comandos no pacotelindg.

47



MuPAD Tutorial

>> |inalg::det(B); linalg::det(2*B);
-2
-8

>> | inal g::det(a*B)
2
-2 a
Acima é possivd perceber uma propriedade do determinante de uma matriz. ao

multiplicarmos uma métriz 2x2 por uma condante a, 0 determinante desta fica multiplicado
pela congtante elevada ao quadrado.

Seguem mais dguns comandaos para trabdhar com matrizes

>> |inal g::transpose(C

>> |inalg::randonVatrix(2,2, Dom:Integer); #Gera unma matri z
2x2 aleatdéria com entradas Inteiras; outros tipos de
entradas: Real, Rational, Conplex#
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>> |inalg::randomvatrix(3,3,Dom:Integer, -20..20); #Um
matriz aleatoria comentradas inteiras entre —20 e 20#

+- -+

| -10, 9 |

| |

| -14, 11 |

+- -+

A seguir, um importante teorema da Algebra Linear serd exemplificado com o uso
do MUPAD. E o Teorema de Cayley-Hamilton, que nos diz que uma metriz é raz de seu
polinbmio caracterigtico.

>> M=matrix(2,2,[ [5 7], [4,1] ]): #Cria uma nmatrix 2x2#
>> |d:=matrix(2,2,[ [1,0], [0,1] ]): #Oia a identidade 2x2#
>> p:=linal g::charpoly(Mx); #Calcula o polindm o caracte-
ristico da matrix Mt
2
X - 6 x - 23
Agora use uma expressio para ver 0 que acontece quando “subgtituimos’ a matriz

M no polindmio p (consdere “ 23" como 23*1d):

>> M2 - 6*M - 23*Id

O resultado é umamatriz nula, como previsto pelo teorema.
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Para se obter os autovaores e autovetores de uma meatriz, exisem dois comandos:

>> | inal g::eigenval ues(M

{3 -

>> |inal g::eigenvectors(M

- - oo -
| |
| 1/2 |
| 3-42 , 1, | |
| |
- - - -
- - oo -
| |
| 1/ 2 |
| 4 2 + 3,1, | |
| ||
- - - -

A regpoda acima edfa no formato [ [autovdor, multiplicidede],

1/ 2
4 2 , 4 2

1/ 2

1/ 2

[autovetor

associado] ]. Assim, temos que o autovaor 3-4*2Y2 tem multiplicidade 1 e seu autovetor
associado € (-2Y2+1/2, 1), enquanto o autovetor associado a0 autovalor 3+4*2V2 é o
(2Y2+1/2, 1) .
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SISTEMAS LINEARES E OTIMIZAGAO

Uma das mais importantes aplicacdes da Algebra Linear gparece na resolugio de
dgemas de equagles lineares e problemas de otimizagdo (programacdo matemdica). O
MUPAD tem recursos para lidar com estes dois problemas de uma forma muito préica e
rapida.

Por exemplo, imagine que queremas resolver 0 Sstema abaixo, ou Sga, encontrar os
vaoresdeX, y ez que satisfacam todas as equagoes.

X + y + z =10
2x  + y + z = 3
X - 2y + 4z =11

No MuPAD, o procedimento seria o seguinte

>> equacoes: ={2*x+y+z=3, x+y+z=10, x-2*y+4*z=11}; #Faz a
vari avel equacoes receber o sistema#
{x +y +z =10, 2 x +y +z =3, x- 2y + 4z =11}

>> sol ucao: =sol ve(equacoes); #A vari avel solucao recebe a
sol ucédo do si stema#
{[x = -7, vy = 25/3, z = 26/3]}

>> X, Y, Z

X, Y, Z

Apesxr do sgema ter 9do resolvido, a variavd x ndo assumiu nenhum vaor. Para
aribuir & varidveis envolvidas seu vaor encontrado, precisamaos usar um outro comando:
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>> assign(op(sol ucao))

[Xx = -7, y = 25/3, z = 26/3]

>> X,VY,Z

-7, 25/3, 26/3

O comando solve é universa para se obter “solugbes’. O MuPAD andisa 0 objeto
gue £ desga “rexlver” e decide qua méodo utilizar. Assm, ee é usado para resolver

quase tudo no MUPAD. Abaixo um exemplo de uso do MUPAD para encontrar raizes de
um palinbmio:

>> sol ve(18*xN2- 27*x+26* x"3+9* x"4+x"5-27 , Xx); # Resolve o

polinébm o em relacdo a variavel x, ou seja, encontra as
rai zes do polindm o#

{-3, -1, 1}

Para dguns polindmios de grau maior que 5, € impossivel exprimir suas raizes em
termos de radicais, entéo 0 MUPAD mostrara uma resposta parecida com o caso abaxo:

>> 50l ve( XN"6+X"N2+X"N3+X, X)

2 3 4
{-1, 0} union RootOF (X2 - X2 + X2 + 1, X2)

O que a respodta acima diz é 0 seguinte: as raizes de X \6+2"x+x"\3+x s&o —1, 0,
dém das raizes do palindmio x"2-x"3+x"+1. Mas quais 20 edtas raizes? Elas podem ser
obtidas (numericamente) usando o comando float:

>> float (%

{-1.0, 0.0} union {- 0.3518079518 + 0.7203417364 1,
- 0.3518079518 - 0.7203417364 |, 0.8518079518 - 0.911292162
I, 0.8518079518 + 0.911292162 1}
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Para resolucdo de problemas que procuram o vaor maximo assumido por uma
funcdo cujas vaiaveis devem satifazer um dgema de inequagtes linearess, 0 MUPAD
possui implementado o dgoritmo Smplex, que é o mé&odo mas rgpido e eficaz para
resolver este tipo de problema. Por exemplo, considere o seguinte problema:

Maxi m zar Z = 4x + 3y

Sujeito a: 3x + 2y 006
2x + 2y 04
x - y(4o-1
X, y 0O

No problema acima, deve-se obter o vaor maximo da funcdo Z(x,y)=4x+3y, dado
que as variaveis X ey devem obedecer & restrigdes dadas, dém de serem pogtivas.

Este problemaficariaassm no MuPAD:

>> rest:=[ {3*x+2*y<=6, 2*x+2*y>=4, y-x<=1, x>=0, y>=0},
4*x+3*y ]; # Armazenando as equacOes na variavel rest#
[{0 <=x, O<=y, y - x <=1, 4<=2x + 2y, 3x + 2y<=6}, 4x + 3y]

>> | inopt::maxim ze(rest); # Agora o MUPAD resolve o
probl ema, analisando o conteudo da vari avel rest#
[OPTIMAL, {x = 4/5, y = 9/5}, 43/5]
Acima, a respoda nos diz que 0 MUuPAD encontrou uma olugéo Gtima no ponto
(4/5, 9/5), e ete ponto, quando subgtituido na funcéo objetivo, resulta num vaor maximo
de 43/5 parao problema.

Se tracarmos os gréaficos das equaches acima, teremos a figura abaixo, onde esa

rachurado de verde a regido dos pontos viavels, ou sga pontos que sdo stifazem o
sstemade inequagdes. Paraisso foram usados 0s comandaos abaixo:
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>> eqgs:=plot::inmplicit( [3*x+2*y-6, 2*x+2*y-4, y-x-1], x=-
1..4, y=-1..4): #Cria uma i nagem com as equacOes#

>> regi ao: =pl ot:: Polygon( plot::Point(1/2,3/2),
plot::Point(2,0), plot::Point(4/5, 9/5), C osed=TRUE,
Fill ed=TRUE, Col or=[0.254, 0.874, 0.5]): #Cria a regiao
rachur ada#

>> plot(regiao, eqs); #Plota tudo#
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A Dbiblioteca linopt, egpecifica para lidar com Otimizacdo Liner (indusive
Programecdo Linear Inteira, usando o Algoritmo de Lang-Doing), possui vaios recursos
interessantes. Paramaiores deta hes, digite 2linopt.
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TEORIA DOS NUMEROS

O MUPAD posui ferramentas para lidar com problemas da Teoria dos NUmeros,

gue, em sua maioria, pertencem abiblioteca numilib.

Para usaxr as fungbes relacionadas com Teoria dos NUmeros, € preciso fazer uma
chamada a biblioteca numlib. Abaixo, seguem agumes das funcBes deste pacote O
restante pode ser acionado com o comando 2numlib.

Para gproximar um nimero red por fragBes continuas ndo € necessaio o0 uso da
biblioteca numlib (exite o comando contfrac, que tem a mesma funcéo). Porém, aqui ea
srausada

>> numib::contfrac(1l.325325,4); #Transforma o nunmero rea
1,325 em unma fracdo continua com precisdao de 4 casas
deci mai s#

Para trandformarmos uma fracdo néo-inteira em um ndmero red, podemos usar O
comando decimal:
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>> numl i b::decimal (1/7)
Oa [1a 41 21 8! 5’ 7]

O reaultado diz que 1/7 é uma dizima periddica, em que a parte periddica € o
ndmero 142857.

Abaixo estfo dgumas fungdes relacionadas com divisores:

>> num i b::divisors(496); #Retorna os divisores de um
inteiro; no caso, 496#
[1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248, 496]

>> numl i b: : nundi vi sors(496); #O nunero de divisores de 496#
10

>> numib::tau(496); #Esta funcdo faz o nesno que a anterior#
10

>> num i b::prinmedivisors(496); #Retorna os divisores prinos

de 496#
[2, 31]

>> numl i b: : nunpri nmedi vi sors(496); #Retorna o nunero de

di vi sores prinos de 496#

Para fatorar um inteiro, a funcéo ifactor ja foi mendonada Ela usa dgoritmaos
convencionals para fatoracdo. Para encontrar um fator de um intero usando o méodo das
curvas dipticas (mais eficaz, em dguns casos), exige afungdo ecm.
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>> a: =27 (40"2) +1: #A variavel “a” é umnunmero nmuito grande#
>> num i b::ecm(a); #A funcdo “ecni encontra umfator de “a”

em nenos de 1 segundo#
364801

Para testar a primadidade de nimeros muito grandes, o méodo das curvas dipticas é
bem mais eficaz que outros méodos. Em aguns casos, 0 comando isprime (que usa o teste
de Miller-Rabin) pode retornar que um dado nimero composto € primo. I1sto se deve ao fato
dos testes de primdidade serem probabilisticos, ou sga, se for retornado que o nimero néo
€ primo, € por que 0 MUuPAD encontrou um fator e neste caso o teste é 100% confidvel.
Porém, no caso de nenhum faor ser encontrado (tavez por faha de processamento, ou
pouca memaria), o nimero é consderado primo.

O comando proveprime (da biblioteca numlib) usa o mé&odo das curvas dipticas
para tetar a primdidade, portanto, sempre retorna uma resposta verdadeira O problema é
gue ee roda bem mais lentamente que o isprime.

>> a:=2"(2"13) +1: #Um nanero grande#

>> num i b:: proveprine(a);
FALSE

As fungdes abaixo sfo para cdculo de maximo/minimo divisor comum:

>> jgcd(4,3); #Retorna o Maxi no Divisor Conum (G eat est
Commom Di visor) de dois inteiros #

1
>> | cm(4,3); #Retorna o Mnino Miltiplo Conum (Least Conmom
Mul tiple)#

12
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A funcdo abaxo € uma implementacdo do Algoritmo Extendido de Eudides, que,
dados n interos, combina-os linearmente numa expresséo equivaente ao seu MDC. Por

exemplo:

>> A= 15,69, 21, 40: #Uma sequénci a de nuaner os#

>> b:=num i b::igcdmult (A); #Determina o MDC da sequéncia A e
os coeficientes dos elenmentos de A para a conbi nacao#
[1, 117, -26, O, 1]

A resposta acima nos diz que o MDC dos eementos do conjunto A € 1, e pode ser
obtido fazendo a conta: 117*15 + (-26)*69 + (0)*21 + (1)*40 = 1.

A funcdo Phi de Euler, que golicada no intero n, retorna a quantidade de primos

comn menoresqueele

>> num i b:: phi (1548); #A funcdo Phi de Euler para o inteiro
1548#
504

>> numl i b: : phi (457); #Se aplicada num nunero prino p,
Phi ( p) =p- 1#
456

A funcdo Sgma, que retorna a soma dos divisores de um dado inteiro (inclusve 1 e

0 proprio nUmero):

>> num i b::si gma(45)
78
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>> numl i b::sigma(496)-496
496

Acima, uma curiosdade: A soma dos divisores de 496 (excluindo-se o0 496) é igud
a0 proprio 496. Por isso dizemos que 496 € um nimero perfeito. Outros nimeros perfeitos
sf0 6e28.

Para cdculo de niimeros de Fibonnaca:

>> num i b::fibonacci (141)
131151201344081895336534324866

E sempre possivedl escrever um dado nimero raciond em sua forma expandida na
base 10, por exemplo, 1234 = 4*10"0 + 3*10"1 + 2*10"2 + 1*10"3. Eda seia a
representacdo g-&dica de 1234, com g=10. Para representar um inteiro em sua forma g
adica, exige um comando no MUPAD, gue retorna uma liga com os coeficientes a serem

usados, damenor paraamaior poténcia:

>> num i b::g_adic(300,10); numib::g _adic(156,7);
[0, O, 3]
[2, 1, 3]

O resultado acima nos diz que 300=0* 10°+0* 10*+3*10% e que 156=2*7° + 1*7 +
3*72.

Um resultado importante para os inteiros também pode ser usado no MuPAD: o
Algoritmo Chinés do Resto, que € usado pararesolver sstemas como 0 abaixo:

X 3 (mod 7)

X 2 (mod4)

X 1 (mod 3)
No MuPAD:

>> numib::ichren( [3,2,1], [7,4,3]); #Encontrando a sol ugéo
do sistema aci ma#
10
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BASES DE GROBNER

O MuPAD vem com o pacote groebner, com adgumeas fungles para lidar com ands
de polinbmios em Vé&ias indeterminadas sobre um corpo, em particular com a possibilidade
de se cdcular as bases de Grobner para um dado ided. As ordens monomiais lexicogréfica,
lexicogréfica graduada e lexicogréfica reversa graduada podem ser usadas.

O S-polindmio, usado no dgoritmo de Buchberger, pode ser encontrado com o
comando abaixo:

>> groebner::spol y(x"2*y+3*y, x*y"3+2*X)
3 2

3y - 2X

Ainda é possivel especificar qua ordem se desga usar (LexOrder, DegreeOrder,

DeglnvLexOrder — edta Ultima é a padréo), com umaterceira opgao:
>> groebner::spol y(x"2*y+3*y, x*y"3+2*x, LexOrder)
3 2
3y - 2X

Agora a funcdo mas importante do pecote, que cdcula uma base de Grobner
reduzida para o ided gerado pelos polindmios naliga especificada: gbasis.

>> p: =3*Xyz"N2+z+x*y:

>> (: =XN2*y+2*yn2* z:

>> groebner::gbasis( [p,q], LexOrder);

3 2 2 2 2
[2 Xy - X y+6y xyz, z+xy+ 3xyz]
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PROGRAMACAO

Nesta secéo seréo abordadas as fungdes bésicas para programacdo no MuPAD. Sua
linguagem de programacao € bem semdhante a0 Pascd, indusive as Sntaxes.

Para imprimir um objeto na tda pode-se usar 0 comando print. Sua dSntaxe é a
sguinte: print(Opgdes, Objeto). As opgdes podem ser Unquoted (para exibir o texto fora
de aspas) e NONL, parasuprimir uma linha adiciond no find do texto.

>> print(4"3)
64

>>print ("473"); #As aspas evitam a execucdo da operacao#
n 4/\3"

>>print (Unquoted, "473"); #Tirando as aspas da exi bi cao#
473

>> print("Texto comespago"); #Para usar espago, € necessario
usar aspas#

"Texto com espacgo”

>> print(Unquoted, "Texto com espaco\t Tabul acdo"); #Um\t
entre pal avras insere 8 espagos entre estas#
Text o com espaco Tabul acéo

>> print(Unquoted, "Nova\nlinha"); #O cdédigo \n insere unm
[ i nha nova#

Nova

Li nha

61



MuPAD Tutorial

Para midurar expressdes com 0 texto, exise 0 comando expr 2text, que rediza eta
conversdo. Assim, € possivd usilo, juntamente com o print, para produzir saidas num
formato bem legivel. Para concatenar expressdes, novamente, o operador €0 ..

>> print(NoNL, Unquoted, "Val or da tangente de Pi/5:

".expr2text(float(tan(Pl/5))))
Val or da tangente de Pi/5: 0.726542528

Em um dgoritmo, dgumas operagches precisam s redizades vaias vezes. Paa
is0, existem os lagos (ou loops). Um destes lagos € o for, que é usada principdmente para
executar tarefas em que 0 nimero de passos € bem conhecido. Seu uso é smples e pode ser
feito de duas mandiras

for i from <inida> to <find> [step <tamanho do passo>| do
<operages>

end for

_for(i, <inicio>, <find>, <tamanho do passo>, <operactes>)

O gque de faz é 0 seguinte Para a variavd i indo do vdor <inido> aé o vaor
<find>, faca <operagbes> e termine o lago. O tamanho do passo € o vador do incremento
que serd dado a varidvd | em cada execugdo do lago. Se for necess&ia uma contagem
regressiva (Caso em que o vdor inicd da variavd | € maor que o vdor find), ao invés de

to, deve-se usar downto. Vgaadguns exemplos.

>> soma: =0: #A vari avel soma recebe o val or 0#
>> for i from1l to 10 do sonm: =soma+i; print(soma) end for

10
15

62



MuPAD Tutorial

Acima, avaidvd soma recebe seu vaor atud somado ao vdor da vaiavd |, a cada
vez que o lago é executado, e ido € feito 5 vezes, ou sga, | vai de 1 aé 5. A cadavez, o
vaor de soma € impresso.

Abaixo, a vaiavd soma inicia vdendo O e é incrementada pdo seu vdor mas o
vaor da variave i, que assume os vaores “de 10 aé 1, indo de 2 em 27, ou sga, {10, 8, 6,
4,2},

>> soma: =0:
>> for i from 10 downto 1 step 2 do sona:=sona+i; print(sonma)
end for

10

18

24

28

30

Agora um exemplo mais complexo: o cdculo da soma de todos s nimeros pares de
3 dgarismos (ou sga, de 100 até 998).

>> soma: =0: for i from100 to 999 step 2 do sonma: =sona+i
end _for
247050

O préximo exemplo usa 0 Méodo de Newton para o cdculo de raizes quadrades.
Suponha que se queira cacular a raiz quadrada de um nimero a. Entéo, a partir de um vaor
ro, @ raiz quadrada de a é o limite da sequéncia k, onde k=(rk-1+alrk-1)/2, k=1, 2, 3, ... .
Vamos programar isso no MUPAD e encontrar dgumeas raizes, comegando pea raiz de
1175. Assm, a=117.5, e =5 (um vador quaquer, de preferéncia préximo da raz
desgjada).
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>> a:=117.5:
>> r[0]:=5:
>> for k from1l to 5 do r[k]:=(r[k-1]+a/r[k-1])/2 end_for;
>> sqrt(a)
10. 83974169433969395259
10. 83974169433939970949

O primeiro nimero acima € o vaor dado pelo lago for, e 0 segundo é o vaor dado
pea funcdo sort. Note que com apenas 5 pasos, 0 aro obtido foi menor que 10%% Seo
vdor inidd rp for mas proximo da raiz red, € possivd obter um resultado anda mas

Preciso.

E possivel usar o lago for com objetos. No exemplo abaixo, ap0s definida uma lista
com 3 fungBes, para cada uma ddas, sera cdculadaaintegra definidade x=1 até 10:

>> Funcoes: =[sin(x), x*2, log(2,x)]:
>> for i in Funcoes do print(float(int(i, x=1..10))) end_for
1.379373835
333.0
20. 23502558

Outro comando semdhante ao for € o while. Porém, o while executa dgumas
operagdes até que aguma condicdo sgasatidfeita. Por exemplo:

>> ) = 1

> s =0

>> while i < 10 do
> s =S + i;
>> 0 =0 + 1

>> end_whil e
>> song,
45

64



MuPAD Tutorial

Acima, enquanto o vaor de i for menor que 10, a variavel s sera acrecida de seu
vaor aud somado @ vdor de i, e a variave i sra incrementada em uma unidade. Assm,
0 que a funcdo acima faz € soma os inteiros de 1 aé 9. Se tivéssemos usado .. whilei<=10
.. 0 resulltado seria 55, pois 0 10 também seria somado.

Se for preciso executar dguma operagdo baseedo no vaor de uma vaiave eou
condicdo, é necessrio usar 0 comando if. Sua gntaxe & if <condicdo> then <operacéo>

elif <condicBn2> then <operacdo2> ... else <operacdoN> end_if. Abaixo, um exemplo:

>> i f float(sqrt(2))<float(Pl)

>> then
>> print(Unquoted, "Pi €& maior que raiz de dois")
>> el se
>> print(Unquoted, "Raiz de 2 € maior do que Pi")
>> end_if

Pi é nmaior que raiz de dois

Acima, é redizado o teste: (02 < p) . Caso sga verdade, entéo € retornado “Pi é
maior queraiz de dois’. Caso contrario, “Raiz de 2 é maior do que Pi”.
E possivdl usar o comando if juntamente com o for. Abaixo segue um exemplo,

onde € ca culada a soma de todos os nimeras primos menores que 1000.

>> soma: =0:

>> for i from1l to 999 do
>> I f isprime(i)=TRUE
>> then soma: =soma+
>> end i f

>> end_for

>> sonmm
76127
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Alguns dgoritmos precisam de recorrer sempre a dguns comandos. Para isso,
exigem os procedimentos, que sfo semdhantes a sub-programas possivels de serem criados
pedo usuaio. Eles j& foram mencionados neste tutorid, na segdo sobre FuncBes. Agora
Seréo descritas outras maneiras de se criar um procedimento, usando as fungdesfor eiif.

A dntaxe para s cria um procedimento € Nome=proc(parametros) begin
<indrucoes> end_proc. Por exemplo, para criar um procedimento que vsa somar todos os

pprimos menores ou iguais que um dado nlmero n, pode-se proceder como abaiXo:

>> somap: =proc(n)
>> begin
>> soma: =0:

>> for i froml to n do

>> if isprime(i)=TRUE
>> t hen soma: =sona+i
>> end if

>> end for:
>> print(soma)
>> end_proc

Para usar 0 procedimento somap éfadl:

>> somap( 10)
17

>> somap(100)
1060

Ja o procedimento abaixo cria uma rotina para se cdcular a integrd e a derivada de
uma dada funcéo:
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>> fi:=proc(f)

>> pegin
>> print (Unquot ed, "Derivada= ".expr2text(diff(f,x)));
>> print(Unquoted,"Integral=".expr2text(int(f,x)));

>> end_proc

>> fi(ln(x))
Deri vada= 1/x
Integral = x*I n(x) — X

>> fi(x72)

Deri vada= 2*x
I ntegral = 1/ 3*x"3
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