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Introducao

O que é Computacao Simbdlica?

A computacao simbdlica ou algebra computacional é um ramo da Ciéncia da Compu-
tagao e da Matematica cujos fundamentos tedricos-algoritmicos centralizam-se no estudo
de problemas relacionados com objetos ndo numéri- cos (isto é, simbolos) que podem ser
tratados por um computador, com énfase especial em calculos simbélicos tais como fato-
ragao de polindmios, resolucao de equagoes algébricas e equagoes diferenciais, operagoes e
célculos com matrizes, grupos, tensores, etc.

Os célculos realizados no tratamento simbdlico sdo exatos (isto é, tém precisdo in-
finita) em contraste ao correspondente tratamento numérico. Embora, em determinados
problemas, os dois métodos devam ser combinados para gerar, em primeiro lugar, férmulas
simbodlicas que posteriormente serao tomadas com input em programas numéricos, como
é o caso da resolucao de equagoes algébricas.

Nas ultimas décadas muitos sistemas de computacao simbolica foram desenvolvidos.
Os aplicativos mais conhecidos sao Axiom, Derive, Macsyma, Maple, Mathematica, Re-
duce e MuPAD.

Computacao simbdlica na Educagao

Estes aplicativos sao de grande utilidade no processo de ensino - aprendizagem. Sao
ferramentas que podem ser usadas para tornar o ensino da Matematica mais experimental,
permitindo a abordagem de problemas mais complicados com visualizacao grafica, dando
assim oportunidade ao estudante de aprender fazendo.

Por que o MuPAD?

MuPAD - Multi Processing Algebra Data Tool é um aplicativo simbdlico e numérico
desenvolvido principalmente pela Universidade de Paderborn (Alemanha), distruibuido
gratuitamente com prépositos educacionais. Possui uma vasta biblioteca de operagoes
matematicas usuais, pacotes e uma completa linguagem de programagao. Dispoe de ma-
nual, tutoriais e demonstrativos elaborados com base na funcionalidade dos hipertextos e
férmulas interativas, que estao disponiveis na Internet. é um sistema orientado por objetos
e programagao em paralelo. Suas principais caracteristicas sao :

e ¢ de acesso gratuito na Internet;
e ¢é andlogo ao MATHEMATICA e ao MAPLE;
e ¢é compativel com o UNIX, LINUX, MAC e Windows ;



e permite processamento em paralelo;

e ¢ de facil instalagao.

O objetivo principal destas notas é fornecer uma breve introducao aos comandos do
aplicativo versao Light 2.0 que sao necessérios para tratar alguns tépicos da Matematica,
tais como: calculo simbdlico e numérico, resolucao de equagoes, grafico de fungoes, limite,
derivada, integral e séries. Pode ser usado como um manual para uso do computador com
ferramenta auxiliar no estudo da Matemadtica e suas aplicagoes.

Como obter o MuPAD?

Existem varios sites na Internet sobre o aplicativo MuPAD mas o site oficial é
http://www.mupad.com onde vocé pode encontrar informagoes sobre o manual, tutoriais,
trabalhos publicados, referéncias bibliograficas e obter o aplicativo.

Preliminares

O aplicativo MuPAD trabalha de modo interativo, isto é, ele exibe uma area de
trabalho na qual vocé devera digitar os comandos e visualizar as respostas.

Algumas instrucgoes preliminares sao necessédrias antes de vocé comecar a usar o apli-
cativo.

e Quando a drea de trabalho estd pronta para ser usada surge o sinal e, apds o qual
voce deverd digitar os comandos;

e Vocé pode usar o terminador dois pontos (:) ap6s cada comando. Este terminador
omite a visualizagao do resultado;

e Sempre que terminar de digitar um comando acione a tecla < enter > para que o
MuPAD efetue as operagoes;

e Todos os comandos do MuPAD sao escritos com letras mintsculas. O aplicativo
faz diferenga entre maitisculas e mindsculas. Por exemplo, sin(x) é diferente de
Sin(x) ou sin(X);

e Na versao MuPAD Light nao podemos corrigir erros de digitacao na linha de
comando. Deve-se copiar a linha ou digitar tudo novamente.
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Capitulo 1

Efetuando operacoes

Operadores Aritméticos

Vocé pode usar o MuPAD como uma calculadora efetuando operacoes numéricas
com os seguintes :

XAy ou _power(x,y)
x—y ou _subtract(x,y)
x/y ou _divide(x,y)
xky ou _multi(x,y)

x+y ou _plus(x,y)

Exemplo 1

Efetue as seguintes operagoes:
a) 5x 8% 3

b) 3,2 + 6,32

c) (8+45)% —6x (1+4)

2,65
4,5

d)



Solugoes:

a) digite: 5*8*3 pressione < enter >

resposta: 120
b) digite: 3.2 + 6.32 pressione < enter >
resposta: 9.52

c) digite: (8 + 5)"3 - 6%(1 +4)  pressione < enter >

resposta: 2167
d) digite: 2.65/4.5 pressione < enter >
resposta: 0.5888888

Resultados aproximados e exatos

Como o MuPAD ¢ um apliactivo simbdlico, frequentemente vai gerar resultados exa-
tos e nao resultados aproximados. Para obtermos usamos o comando do seguinte modo:

float (expr) resultado aproximado da expressao expr

DIGITS:= n:float(expr) resultado aproximado de expr com
precisao de n digitos.

Exemplo 2

3
a) Calcule o valor exato e o valor aproximado de - + 5

40
b) Calcule o valor aproximado de 'El como 30 digitos.

Solugoes:

a) digite: 1/7+3/5 pressione < enter >
¢ 26
resposta: —
P 35
digite: float(1/7 + 3/5) pressione < enter >
resposta: 0.7428571428

b) digite: DIGITS:=40: float(40/13)  pressione < enter >

resposta: 3.076923076923076923076923076923076923077



Funcoes

O MuPAD possui as seguintes constantes e que podem ser usadas diretamente. Note
que os argumentos das fungoes estdo entre PARENTESES e os nomes iniciam com letras
MINUSCULAS.

Funcoes
abs(x) ||
exp(x) e*
In(x) In(x)
. 0
sign(x) 2l
sqrt(x) N3
cos(x) cos(x)
sin(x) sen(x)
tan(x) tg(x)
acos(x) arccos(x)
asin(x) arcsen(x)
atan(x) arctg(x)
Constantes
E 2.7182818...
infinity 00
PI m = 3.1415926...
undefined valor indefinido

Exemplo 3

a) Calcule o valor aproximado de In(11), €% e sen(%) .
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Solugoes:

a) digite: In(11.0) pressione < enter >

resposta: 2.397895273

b) digite: exp(2.0) pressione < enter >
resposta: 7.389056099

c) digite: float(sin(PI/7)) pressione < enter >
resposta: 0.4338837391

Note que se operamos com um valor decimal (ou exato) o aplicativo interpreta
como aproximado (ou exato).

Numeros Complexos

O aplicativo MuPAD efetua operagdes com usandos os operadores aritméticos dados na
Secao e as fungoes dadas na segao anterior.

z=x+ly nimero complexo

Relz] parte real do complexo z

Im|[z] parte imaginaria do complexo z
conjugate[z] complexo conjugado z

abs(z) valor absoluto |z|

Exemplo 4

Efetue as seguintes operagoes:

243

5 4 16 - 8
a)3_4l,, b) i° +1 ¢)3x (i+1)x (14+i7%)

141)
V2

£) Z com z = 2i x (=5 + 4i).

d) v-8. e) |z| com z:(

Solugoes

a) digite: (24+3*I)/(3-4*1) pressione < enter >



resposta:

b) digite:

resposta:

c) digite:

resposta:

d) digite:

resposta:
e) digite:
resposta:

f) digite:

resposta:

6 171

%5
"5 + 116
1+1

AT+ D)*(1 + 1M —8)
6+61

sqrt(-8.0)
2.828427124 1

abs((1+1)/sqrt(2))
21/2(1/2)1/2
conjugate((-5+4*I)*2*T)
-8+ 101

pressione < enter >

pressione < enter >

pressione < enter >

pressione < enter >

pressione < enter >

Usando resultados anteriores

O comando % permite a manipulacao dos resultados ja obtidos.

Exemplo 5

Siga as instrucoes dadas abaixo.

digite: 25”2
resposta:
digite: %-+10
resposta:
digite: 3*%
resposta:
digite: % + %

resposta:

625

635

1905

3810

pressione < enter >

pressione < enter >

pressione < enter >

pressione < enter >



Definindo variaveis

Em alguns casos é mais conveniente darmos um nome aos resultados. Isto pode ser
feito através do identificador := (dois pontos igual) do seguinte modo:

SRE=) atribuindo o valor a a variavel x

delete x  apagando o valor atribuido a
variavel

Exemplo 6

Siga as instrugoes dadas abaixo.
digite: x:=10 pressione < enter >

resposta: 10

digite: x/5 pressione < enter >
resposta: 2
digite: delete x: pressione < enter >
digite: x pressione < enter >
resposta: x

Observe que quando apagamos o valor atribuido a varidavel x, o programa retorna o
stmbolo usado como nome da variavel.

Operacoes simbdlicas

Uma das mais importantes caracteristicas do aplicativo MuPAD é que efetua ope-
ragoes (simbdlicas), isto é, efetua operagoes algébricas tais como fatorar um polinémio,
calcular as raizes de uma equagao polinomial, resolver sistemas de equagoes, manipular e
simplicar expressoes algébricas, etc.

Podemos usar os operadores aritméticos para efetuar , como mostra o seguinte exem-
plo.

Exemplo 7



Siga as instrugoes.

digite: x"2 +4%x - 2 pressione < enter >
resposta: 4 x + x"2 - 2

digite: x 4+ x pressione < enter >
resposta: 2 x

digite: x"5/x"3 pressione < enter >

resposta: x/\2

Atribuindo valores

Frequentemente, precisamos substituir um simbolo por um wvalor, que pode ser um
nimero ou outra expressao simbdlica. Isto pode ser feito com os comandos ja estudados
ou com o seguinte comando:

subs(expr, x = a) substituindo z pelo valor a no objeto expr

subs(expr, x = a, y = b,...) efetuando vérias substituigoes

Exemplo 8
a) Atribuir o valor 5 & varidvel z na expressao x> — 3z + 5.
b) Atribuir o valor 2a & vardvel z na expressdao v/2z — 1.
¢) Atribuir o valor -3 & varidvel z e o valor 8 & varidvel y na expressao e*~* + Iny.

d) Atribuir, respectivamente, os valores a2, b3 e ¢? para as varidveis z, y e 2 na expressio
2 2
122 — y|? + 2y — 2295,
Solugoes

a) digite: x:=5: x"3-3*x + 5 pressione < enter >
resposta: 115

b) digite: x:=2%a: sqrt(2*x-1) pressione < enter >
resposta: (4a — 1)/2

c) digite: x:= -3: y:=8: exp(x+1) + In(y) pressione < enter >
resposta: In(8) + exp(-2)

d) digite: subs(abs(2*z-y)"24+x*y -z 2%*y"3, x=a"2, y=b"3, z=c"2)
pressione < enter >

resposta: a2 03 -b"9 4 + abs( 2 ¢"2-b"3)"2



Manipulando expressoes algébricas

Podemos , e uma expressao algébrica com os seguintes comandos:

expand (expr) efetuando produtos e poténcias sem
simplicar a expressao expr
factor(p(x)) fatorando o polinémio p(z)
simplify (expr) simplificando a expressao expr
Exemplo 9

Siga as instrucoes dadas abaixo.

digite: expand((1+x)"3) pressione < enter >
resposta: 3 x + 3 x2 + x"3 + 1

digite: factor(%) pressione < enter >
resposta: (1 + x)"3

digite: simplify(1 + 3 x + 3 x*2 + x"3+ 1 + 2 x + x"2)

pressione < enter >
resposta: 2 + 5 x + 4 x*2 + x"3



Exercicios

1.1 Calcule o valor da expressao In <ln ( Y \2/§>> com 6 casas decimais.

1.2 Calcule o valor exato da expressao \/ \/ V271
1.3 Calcule m com 200 casas decimais.
1.4 Calcule sen(3 % 7/7)x cos(w/5) + tg(10 * )

1.5 Defina os valores das varidveis x e y, respectivamente, como 35 e 12 e efetue as
seguintes operagoes:
a) x+y — 22
3
T
b) ——
) 57
¢) Apagar os valores de z e y.

1.6 Calcule:

a) (1+1)2 b) 144 +i% 443 c) [(=1+414)3] d)Z com z=

S| =

1.7  Efetue as seguintes operacoes:
a) expand((1 + x)%)

b) expand((1 + x)* + (1 + x))



Capitulo 2

Listas

Sequéncias

Uma para o MuPAD ¢é uma série de objetos separados por virgulas que sao geradas
pelo comando $ do seguinte modo:

objeto(i) $ i = n..m

objeto : expressao ou objeto
$ : gerador da sequéncia
i : indexador do objeto

n , m : numeros inteiros

Exemplo 10

Obtenha os 30 primeiros inteiros.

2 .3 .4

a)
b) Obtenha a sequéncia x, z?, x°, x*.

¢) Calcule o 15° elemento da sequéncia do item (a) e o 3° elemento da do item (b).

d) Elimine o ultimo elemento da sequéncia do item (b).

10
e) Calcule o somatdrio Z i3
1=1
Solugoes
a) digite: seql:=i $1 = 1..30 pressione < enter >

resposta: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29, 30

b) digite: seq2:=x"i $i=1.4 pressione< enter >
resposta: x, x2, x"3, x4
c) digite: seql[15], seq2[3] pressione < enter >

resposta: 15, x3

10



d) digite: delete seq2[4]; seq2 pressione < enter >
resposta: x, x2, x3

Usaremos o comando _plus para o somatdrio e o comando $ para gerar seus argu-
mentos.

e) digite: _plus(i*3 $ i=1..10) pressione< enter >

resposta: 3025

Também podemos usar o com a palavra chave in para efetuar a operacao na qual um
objeto avalia uma série de outros objetos, como ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 11
Calcule o valor de f(x) em sen(x), x2, 2, g(x), a.

Solugoes
digite: f(x) $ x in sin(x) + x"2 + 2 + g(x) + a pressione < enter >
resposta: f(a), f(g(x)), f(sin(x)), f(x"2), £(2)

Manipulando Listas

Em algumas situagoes é conveniente agruparmos objetos tais como dados, variaveis
ou expressoes de modo que sejam interpretadas como uma tnica informagao. Uma é uma
série de objetos agrupados entre colchetes e separados por virgulas. Para manipularmos
listas podemos usar os seguintes comandos:

nops(dados) : nimeros de elementos da lista dados

dados[i] ou op(dados, i) : i-ésimo elemento da lista dados
op(dados, i..j) : i-ésimo até o j-ésimo elemento da lista dados
append (dados , objetos) : acrescentando objetos a lista dados

. : junta listas

map(dados, f) : aplicando a operagéo f aos elementos da lista dados

zip(dados;, dadoss, f): combinando as listas dados; e dadosy de acordo com a
operacao f

11



Exemplo 12

Gere duas litas com elementos a, b, ¢, d e 1, 2, 3, 4, respectivamente e efetue as
seguintes operagoes:

a) Extrair o 4° elemento da primeira lista e 0 2° e 0 3° elementos da segunda lista.
b) Juntar as listas.
¢) Multiplicar as listas.

d) Multiplicar todos os elementos da primeira lista por 2.

Solugoes

digite: L1:=[a,b,c,d]: L2:=[1,2,3,4]: pressione < enter >

a) digite: L1[4],0p(L2,2..3) pressione < enter >
resposta: d, 2, 3

b) digite: L1.L2 pressione < enter >
resposta: [a,b,c,d,1,2,3,4]

c) digite: zip(L1,L2,_multi) pressione < enter >
resposta: [a, 2 b,3 ¢, 4 d]

d) digite: map(L1,_multi, 2) pressione < enter >

resposta: [2 a, 2 b,2 ¢, 2 d]

Exemplo 13

Gere as listas X:= [x1, X2, x3] € Y:=[y1, y2,y3] e calcule:
a) O produto escalar X.Y = x3.y1 + X2.y2 + X3.y3

b) O produto da matricial de X como um vetor linha e Y como um vetor coluna, isto
é,

T1y1 T1Y2 T1Y3
T2Yy1 T2Y2 T2Y3
T3yir T3Y2 T3Y3

12



Solugoes

digite: X:=[x1,x2,x3]: Y:=[yl,y2,y3]: pressione < enter >
a) Calcularemos o produto interno usando os comando _plus, op e zip.

digite: _plus(op(zip(X,Y,-multi))) pressione < enter >
resposta: x1 y1 + x2 y2 4 x3 y3
b) Para calcularmos o produto entre a matriz linha X e a matriz coluna Y vamos

primeiro gerar uma funcgao vetorial f(x) que multiplica cada elemento de Y por « e depois
aplicar f em X.

digite: f— >(map(Y, -multi, x)): pressione < enter >
digite: map(X,f) pressione < enter >
resposta:

[[x1 y1, x1 y2, x1 y3], [x2 v1, x2 y2, x2 y3], [yl x3, x3 y2, x3 y3]]

Conjuntos

Conjuntos sao sequéncias aleatéria de objetos entre chaves e separados por virgula.
Elementos repetidos nao sao considerados e para manipularmos podemos usar os seguintes
comandos:

nops(A) : numeros de elementos do conjunto A

op(A, i) : i-ésimo elemento do conjunto A

op(A, i..j) : i-ésimo até o j-ésimo elemento do conjunto A
A union B : unido dos conjuntos A e B

A intersect B : interseccao dos conjuntos A e B

A minus B : diferenga entre A e B

contains(A, objeto): testa se o elemento objeto pertence ao conjunto A

Exemplo 14

Defina os conjuntos A = {1, 2, 3, a, b}, B = {a, b, ¢, 4, 5} e
C={x,v,2 a, b} e efetue as seguintes operagoes:

a) Extrair o 3° elemento de A e 0 3° e 0 4° elementos de B.

13



b)AUBeANB.
c)AUBNC

Solugoes

digite: A:={1, 2, 3, a, b};B:={a, b, ¢, 4, 5} ;C:={x, y, 2, a, b}

pressione< enter >
resposta: {a, b, 1, 2, 3}
{a, b, ¢, 4, 5}
{a, b, x, y, z}
a) digite: A[5],0p(B,1..3)
resposta: 3, 5, 4, ¢
b) digite: U:=Aunion B, A intersect B
resposta: {a, b, ¢, 1, 2, 3, 4, 5}, {a, b}
c) digite: U intersect C
resposta: {a, b}

Intervalos

pressione < enter >

pressione < enter >

pressione< enter >

Para obtermos dos nimeros reais usamos os seguintes comandos:

Dom::Interval(a, b ) :

Dom::Interval([a], b ) :
Dom::Interval(a, [b] ) :

Dom::Interval([al, [b] ) :

Exemplo 15

Obtenha os seguintes intervalos:
a) (Ov 1)v (—1’3]
b) (-00, 00), [a,b]

Solugoes

intervalo (a, b)
intervalo [a, b)
intervalo (a, b]

intervalo [a, b]

14



a) digite: Dom::Interval(0,1), Dom::Interval(-1,[3]) pressione< enter >
resposta: 0, 1[, |-1, 3]

b) digite: Dom::Interval(-infinity,infinity), Dom::Interval([a],[b])
pressione< enter >

resposta: |-infinity, infinity|[, [a, b]

15



Exercicios

2.1 Crie uma lista dos dez primeiros numeros impares, isto §é,

{1, 3, 5,..., 19}.

2.2 a) Gere duas listas de 8 inteiros entre 0 e 100. Dé o nome de L1 para a primeira
lista e L2 para a segunda.

b) Junte as listas L1 e L2.

¢) Encontre os elementos comuns nas listas L1 e L2.

d) Aplique a funcdo 22 & lista L1 e a funcdo In(x) a lista L2.

2.3 Dados os vetores v = (1, 3, 6), u = (4, -3, 3) e w = (2, 1, 5) calcule:
a) v+ u, v-u
b)v.(2u-4w)

¢) Calcule o comprimento do vetor v sabendo que este comprimento é dado por |jv|| =

V.

5 n
2.4 Calcule Z Z (n® +m)

n=1m=1

2.5  Sejam os conjuntos A = {0, 1,2, 3,4,5} e B={1, 3,5, 7,9}. Sendon(A), n(B),
nA N B), e n(A U B) o nimero de elementos de A, B,
A N Be A UB, verifique que n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A N B)

2.6 Represente os seguintes intervalos:

a) {xeR; x<-1}

b){xeR; -2<x<2}

¢) (-00, 0) N (-1, 5]

16



Capitulo 3

Equacoes

Operadores légicos e relacionais

Expressdes do tipo x = y ou _equal(x,y) e expressdes do tipo
X <> y ou _unequal(x,y), com x e y quaisquer objetos representam para o MuPAD
uma equa¢do e uma inequag¢do, respectivamente. Os operadores = e <> sao chamados .
Os e relacionais do aplicativo MuPAD sao os seguintes:

Relacionais
< menor que
Se menor ou igual
> maior que
>= maior ou igual
= igual

<> diferente

Légicos
and e
or ou
not nao

if cond then p else q end_if
se cond é TRUE (ou FALSE)
efetua p, caso contrario efetua ¢

17



OBS: TRUE significa verdadeiro e FALSE falso.

Resolvendo equacoes algébricas

Podemos resolver usando o seguinte comando:

solve(eq=0, var)
eq - expressao polinomial

var - identificador da varidvel de eq

O comando solve resolve a equagao eq=0 com relagao a variavel var e retorna um
conjunto de solugdes. A saida { } significa que nédo existe solugéo e a saida {z z2,z3,...}
significa que z; (i= 1,2,3...) sdo as solugoes.

O MuPAD pode resolver explicitamente equagodes polinomiais com grau menor ou
igual a quatro. Para um grau maior podemos encontrar as solu¢oes numericamente.

Exemplo 16

Resolva as seguintes equagoes:
a) 2 — 522 + 52 —2=0
b) 25 —4x+2=0

¢) cos(x) - x = 0.
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Solucoes

a) digite: solve(x"4-5%2"2+5%x-2=0,x) pressione < enter >

resposta: {1,372 —1,-31/2 -1}

b) digite: solve(x”5-4%*x+2=0,x) pressione < enter >

resposta: {RootOf(2 -4*x + z*5)}

Obtermos as solugdes numéricas da equagdo do item (b) usando o comando float.
digite: float(%) pressione < enter >

resposta: {2.354013862, -2.354013862, 0.7357861545 I, - 0.7357861545 1}

¢) digite: solve(cos(x) - x = 0,x) pressione < enter >

resposta: solve(cos(x) - x = 0, x)

A equacao anterior ndo possui solucdo explicita, mas podemos obter uma solucao
numérica do seguinte modo:
digite: float(%) pressione < enter >

resposta: {0.7390851332}

Resolvendo equacgoes transcendentes

Podemos resolver usando os seguintes comandos:

numeric::fsolve(eq=0, var)

numeric::fsolve(eq=0, var=a)

numeric::fsolve(eq=0, var=a..b)

eq - expressao transcendente

var - identificador da variavel de eq

a, b - numeros reais

O comando numeric::fsolve ¢é simplesmente a implementacao do

conhecido para o cédlculo das raizes de equagoes e portanto precisa de uma informagao
inicial (chute inicial). Quando esta informagao for omitida, o aplicativo assumird um va-

lor, que pode nao ser o mais conveniente. Em geral, o chute inicial é a grande dificuldade
do método. Porém, ainda temos a opcao de informar um intervalo de busca.
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Exemplo 17
a) Calcule uma raiz equagao cos(x) = x.
b) Calcule uma raiz z > 2 da equagao e~ % = sin(2 x).
Solucgoes
a) digite: numeric::fsolve(cos(x)=x,x) pressione < enter >

resposta: [x = 0.7390851333]

b) digite: numeric::fsolve(exp(-x)=sin(2*x),x=2.5..4)
pressione < enter >

resposta: [x = 3.162753511]

Resolvendo sistemas de equacoes

Sistemas de equagbes polinomiais podem ser resolvidos com o seguinte comando:

solve({eqi1, eqa, ... },{vary,vars, ...}, opt)

O comando solve resolve um eq; com relacdo as varidveis var; e retorna uma lista de
solugoes. Possui as seguintes opcoes :

BackSubstitution=TRUE: efetua uma substituicao retroativa em cada
lista de solucoes.

MaxDegree=n: muda o grau da expansao polinomial.

podem ser resolvidos com os seguintes comandos:

numeric::fsolve({eq, eqa, ... },{z1, 22, ...}

numeric::fsolve({eq, eqa, ...}, {z1 = a,22 = b, ...}
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Exemplo 18

Resolva os seguintes sistemas:

2) > +y = 2ay
x—y = 2bx
%+ =1

b){ T — / = 2

y =

o) 22 = sen(y)
y? = cos(x)

Solucao

a) digite: solve({z"°2 + y=1,x - y = 2},{x,y}) pressione < enter >

2 YT Ty T

2 YT

131721 13172 5 131721 13172
resposta: { {x = — } , [x = =

Podemos também resolver o sistema para uma das varidveis do seguinte modo:

digite: solve({x"2 +y =1, x-y =2}, [y, x|, BackSubstitution = FALSE)
sione < enter >

1312 1 13172 1
resposta:{{y:ac—lx:— > _5}7[y:x_2’x: 5 _5}}

b) digite: solve({z"'2 + y= 2*a*yx - y = 2*b*x} {x,y})
pressione < enter >

resposta: {[y =0,x=0],[y=2a+4b-8ab-4b+8ab-1,
x=2a+2b-4ab-1]}

c) digite: solve({z"*2 + y=1,x -y = 2},{x,y}) pressione < enter >

resposta: [y = 0.8116062152, x = 0.8517004887]

21
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Exercicios

3.1  Resolva as seguintes equagoes algébricas:
a)z® —6=0
b) 23 — 222 =32 +10=0

3.2  Resolva as seguintes equagoes transcendentes:
a) 4 cos(x) - e** =0
b)1-xIn(x) =0

3.3 Considere f(x) = sen(x) - k x. Encontre dois valores de k para os quais f tem uma

raiz positiva.

3.4 Resolva os seguintes sistemas:

Tr+2y—5z = -—18

a){ z+5y—3z = —40
20 —y—92 = -—-26
23 —y2 = 1

b) { asy3 —y = 4

b) sen(z) +sen(y) = 0
cos(x) +cos(y) = 0
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Capitulo 4

Calculo

Criando funcoes

Podemos também definir(criar) novas usando o operador —> (sinal de menos e o
sinal de maior) do seguinte modo:
Exemplo 19

x
x+1

a) Defina a fungdo f(z) =

b) Calcule £(2).
c) Calcule f(x).

Solugao

a) digite: fi=x —> x/(x+1) pressione < enter >

resposta: x —> x/(x+1)
b) digite: {(2) pressione < enter >

resposta: 2/3

c) digite: f(x) pressione < enter >

resposta:
P x+1

Exemplo 20

a) Defina a fungao g(z,y) = 22 + .
b) Calcule g(x,y).
c¢) Calcule g(2,3).

Solucao

a) digite: g:=(x,y)—> 2/ 2+y"2 pressione < enter >

resposta: (x,y)—> z2+y"2
b) digite: g(x.y) pressione < enter >
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resposta: x2-+y”"2
c) digite: g(2,3) pressione < enter >

resposta: 13

Exemplo 21

a) Calcule a funcao composta fog(x) para f(z) = 23 — 1 e g(x) = sen(x).

e se x>0

b) Defina a funcéo f(x) = { r se x<0

Solucao

a) digite: f:=2"3-1: f(sin(x)) pressione < enter >

resposta: sin(x)? — 1

b) Pare definirmos uma usamos o comando
piecewise([cond;, obji],[conds, obja], ...)

onde cond; sao férmulas 1égicas e obj; sdo objetos arbritarios do MuPAD.

digite: f := piecewise([x < 0, x|, [x >= 0, exp(x)]):
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Graficos

7

Um dos mais importantes recursos computacionais do MuPAD ¢é sua
visualizagao grafica. Nesta secdo descreveremos os principais deste aplicativo.

Graficos bidimensionais

Para desenharmos o grafico de uma fungdo y = f(z) no intervalo [a, b] usamos o
seguinte comando:

plotfunc2d(opt, f1, fa, ... , x=a..b)

- expressoes
- identificador da variavel x
, b - numeros reais
t - opgoes do comando

O ® X &

A interface gréafica do aplicativo MuPAD é uma segunda janela que surgird logo apés
o comando grafico ser executado.

Quando o MuPAD desenha um grafico faz varias escolhas tais como: como desenhar
o0s eixos, escolher uma escala para desenhar as fungoes, qual a cor das curvas, etc. Podemos
alterar a visualizacao dos graficos de acordo com o nosso interesse, incluindo opgoes no
comando plotfunc2d. Destacaremos as mais usadas sendo que as demais podem ser
obtidas através da janela Ajuda (Help) na barra de comandos do aplicativo.

Axes = Box limitar o gréfico por um retangulo.
Axes = None nao desenhar os eixos.

ForeGround = [r,g,b]  definir as cores dos eixos.

r (red)  variagao do vermelho entre 0 e 1
g (green) variagao do verde entre 0 e 1
b (blue) variagao do azul entre 0 e 1

Labels = [’x”, ”y”]  escrever textos nos eixos.

Exemplo 22

Desenhar o gréafico das seguintes funcgoes:

a) f(z) = sen(x) * sen(8x) no intervalo [0, 27].
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b) f(z) = sen(x) * sen(8z), g(x) = sen(x) e h(x) = —sen(x) no intervalo [0,27] e no
mesmo sistema de coordenadas com os eixos e sem 0s eixos.
¢) f(x) = — no intervalo [-1, 1.
x

Solugoes

a) digite: plotfunc2d(sin(x)*sin(8*x),x = 0..2*PI)  pressione < enter >

L -

b) digite: plotfunc2d(sin(x)*sin(8*x), sin(x), -sin(x), x=0..2*PT)
pressione < enter >

Sinfasn(@), i, sinfe)

digite: plotfunc2d(Axes=None, sin(x)*sin(8*x), sin(x), -sin(x), x=0..2*PI)
pressione < enter >
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¢) digite: plotfunc2d(1/x, x = -1..1)
pressione < enter >

Graficos tridimensionais

Para desenharmos o gréfico da funcao z = f(z,y) no dominio [a, b]x[c, d] usamos
o seguintes comando:

plotfunc3d(opt, fi, fa..., x=a..b, y=c..d)

f; - expressoes

X,y - identificador das varidveis x e y
a, b, c,d - nuimeros reais

opt - opgoes do comando

As opgdes do comando plotfunc3d sdo as mesmas do comando plotfunc2d.

Exemplo 23

Desenhar o gréafico das seguintes funcgoes:
a) f(z,y) = sen(z? + y?) no dominio [0,1]x[0,1]

b) f(z,y) = V1—a? —y?

—224+1 se z<y
o fen={ T4 E IS,
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d) f(x,y) = sen(x® +y2) e g(x,y) = cos(z* — y?) no mesmo sistemas de coordenadas
e sem boxe.
Solugoes

a) digite: plotfunc3d(sin(x"2+y"2, x = 0..1, y=0..1) pressione < enter >

£z
SZ A
L
RS

b) digite: plotfunc3d(sqrt(1-x"2+y"2), x=-1..1, y=-1..1)
pressione < enter >

resposta: Error: Plot function(s) must return real numbers.
Type of the returned value is DOM_COMPLEX; during evaluation of 'plot3d’

Observe que o comando plotfunc3d nao considera valores complexos.

c) digite: f:=piecewise([x <y, -x"2 + 1], [x >=y, 1 - y"2|):
pressione < enter >
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d) digite: plotfunc3d(sin(x"2+y"2, cos(x"2-y"2, x = 0..1, y=0..1)
pressione < enter >

sz 2, cos002- )

Limite

O célculo de Limites é efetuado com os seguintes comandos:

limit (f(x), x=x0) lim f(x)
T—XTo
limit (f(x), x = xq, Left) lim+ f(x)
l'_)xo
limit(f(x), x = xo, Right) ~ lim f(x)

Quando os sao diferentes o aplicativo retorna a palavra undefined.

Quando xy ndo é especificado o programa assume zero. Além disso, quando o néo
pode calcular o aplicativo retorna a expressao simbolica digitada na linha de comando
anterior.

O comando limit usa expansao em série para efetuar os calculos e retorna FAIL
quando a ordem da expansdo nao foi suficiente. Neste caso, devemos aumentar a ordem
da expansao usando o comando ORDER para que o limte possa ser calculado. Quando
isto nao é possivel o programa retorna a palavra unevalauted.

Exemplo 24

Calcule os seguintes limites:

.1 —cos(x)
R
1 n
b) lim <1+—)
n—o0 n
c) lim —
x—0 I
1
d) lim —e lim -—
z—0t T z—0— X
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sen(tg(x) - tg(sen(x)

) alzll% x?
Solucoes
a) digite: limit(((1 - cos(x))/x"2,x) pressione < enter >

resposta: 1/2

b) digite: limit((1+1/n)"n,n=infinity) pressione < enter >

resposta: exp(1)

c) digite: limit(1/x,x) pressione < enter >

resposta: undefined

d) digite: limit(1/x,x=0, Right), limit(1/x,x=0, Left)

pressione < enter >

resposta: -infinity, infinity

e) digite: limit((sin(tan(x)) - tan(sin(x)))/x "7,x)  pressione < enter >

resposta: Warning: ORDER seems to be not big enough for series computation [stdlib::
limit::lterm]

FAIL

Note que no exemplo acima o aplicativo sugere que a ordem da série seja alterada para
encontrar o limite. Vamos aceitar a sugestao efetuando o seguinte comando:

digite: ORDER::8: limit((sin(tan(x)) - tan(sin(x)))/x "7,x)
pressione < enter >

resposta: -1/30
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Derivada

Podemos calcularmos a usamos os seguintes comandos:

diff(f(x), x) ou f’(x)  primeira derivada de f(x)
diff(diff(f(x), x),x) ou f?(x) segunda derivada de f(x)

diff(f(x, y), x) derivada parcial %

diff(f(x, y), y) derivada parcial Z—ch

2

diff(diff(f(x, y), x),x) derivada parcial %

2
diff(diff(f(x, y), y),y) derivada parcial g—j;

2
diff (diff (f(x, y), x),y) derivada parcial éigy
D(f) operador derivada

Observe que para obtermos as derivadas de ordem superior aplicamos sucessivamente
o comando diff.

Exemplo 25

Calcule f’(x). Desenhe os grificos de f(x) e f’(x) no mesmo

1
Seja f(x) = ——.
a) Seja f(x) sen(@)
sistemas de coordenadas.
02 0? 0?
b) Seja f(x,y) = y cos(x)?. Calcule 3—;;7 8x5{y e 8—y£
¢) Calcule simbolicamente a derivada da soma, do produto e do quociente de duas
fungoes.

Solucoes
a) digite: diff(1/sin(x),x), diff(diff(1/sin(x),x),x) pressione < enter >
" cos(z) 1 2 cos(x)"2
resposta: —
P sin(z)"2 " sin(xz) = sin(z)"3
digite: f:=x— >diff(1/sin(x),x) pressione < enter >

resposta: x— >diff(1/sin(x),x)

digite: dfi=x— >diff(diff(1/sin(x),x),x) pressione < enter >
resposta: x— >diff(diff(1/sin(x),x),x)

digite: plotfunc2d(f(x),df(x), x=-PI..PI) pressione < enter >
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b) digite: simplify(diff(diff(y*cos(x)"2,x),x) pressione < enter >
resposta: -2 y cos(2 x)

digite: simplify(diff(diff(y*cos(x)"2,x),y) pressione < enter >
resposta: -2 sin(2 x)

c) digite: delete f, delete g

digite: D(f(x)+g(x) pressione < enter >

resposta: D(f(x))+ D(g(x))

digite: D(f(x)*g(x) pressione < enter >
resposta: f(x) D(g(x)) + g(x) D(f(x))

digite: D(f(x)/g(x) pressione < enter >
resposta: D(f(x)) _ f&)D(g(z))
- g(w) g(x)?

Integral Definida e Indefinida

Para calcularmos a de uma fungédo f(x) usamos os seguintes comandos:

int(f, x) / f(z)dx

b
int(f, x=a..b) / f(x)dzx
O comando int calcula a da fungao f(x) em termos das fungoes elementares.
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Exemplo 26

Calcule as seguintes integrais:

a) /01 xsen(x) dx
b) /_ 11 V11— 22dx

c) /xm dx

d) Verifique o Teorema Fundamental do Célculo, isto é, se F(x) = / f(z) dx entdo
F’'(x) = f(z), para qualquer fungdo continua f(x).

Solucoes

a) digite: int(x*sin(x), x=0..1) pressione < enter >

resposta: sin(1) - cos(1)

b) digite: int(sqrt(1-x"2), x=0..1) pressione < enter >
‘ PI
resposta:
OS5
c) digite: int(x"m, x) pressione < enter >
+ ™
resposta:
P m+1
d) digite: F:= x— >int(f(s), s=a..x): pressione < enter >
digite: diff(F(x),x) pressione < enter >

resposta: f(x)

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Para resolvermos do tipo F(x, y(x), y'(x), y”(x), ...) = 0 usamos o seguinte
comando:
solve(ode(eq, y(x))
eq - F(x y(x),y'(x),y" (), ...) =0
y - identificador da incégnita

X - identificador da varidvel
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O comando ode(eq, y(x)) representa uma equagao diferencial ordindria cuja incégnita
é a fungao y(x). O aplicativo encontrard (se possivel) uma solucao da equagao diferencial
quando aplicarmos o comando solve ao comando ode. Se houver solucao o comando
solve retornard um conjunto de solugoes ou uma solucao implicita.

Exemplo 27

Resolva a equagao diferencial y’(x) = y(x) cos(x)
Solucoes

a) digite: eq:= solve(ode(y’(x) = y(x)*cos(x), y(x)))
pressione < enter >

resposta: {C1 exp(sin(x))}
Exemplo 28

x
Considere a seguinte equagao diferencial y'(x) = —.

a) Obter a solugao geral desta equagao.
b) Obter as solucdo para as constantes 0, 1, 2, 3.
¢) Desenhar os graficos das solugoes encontradas no item (b) no mesmo sistema de

coordenadas.

Solucoes

a) digite: eql:= solve(ode(y’(x) = x/y(x), y(x)))
pressione < enter >

resposta: {(201 + x2)1/2 - (201 + x2)1/2}

Observe que o aplicativo considere um conjunto de solugoes.

b) Para variarmos a contante C1, vamos definir as solugdes da equagdo em termos
deste parametro. Como existem duas familias de solugoes vamos denominar por solpos e
solneg as solugoes positivas e negativas, respectivamente.

digite: solneg:=C1— >op(eql,1) pressione < enter >

resposta: C1— >op(eql, 1)

digite: solpos:=C1— >op(eql,2) pressione < enter >

resposta: Cl— >op(eql, 2)
Agora vamos variar o paramtro C1 usando os comandos subs e $.

digite: listapos:=[subs(solpos(C1), C1=i)$ i=0..3]
pressione < enter >

resposta: [(22)Y/2, (2% + 2)'/2, (2% + 4)V/2 ) (2® + 6)1/?]

digite: listaneg:=[subs(solneg(C1), C1=i)$ i=0..3]
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pressione < enter >
resposta: [—(x2)Y/2, — (22 +2)1/2 — (2% + 4)V/2, — (2% + 6)'/?]
¢) digite: plotfunc2d(Axes=None, 0, op(listaneg, 1)$ i=1..3,

op(listapos, 1)$ i=1..3, x=-3..3)
pressione < enter >

0,042 + ZP(U2), 02 + 4P, . 002+ 2P,

Sistema de Equacoes Diferenciais

Para resolvermos um usamos o seguinte comando:

solve(ode({eq1, eqa,...}, {y1(x), y2(x),...} )

eq; - equagoes diferenciais
Vi - identificadores das incégnitas
X - identificador da varidvel

Exemplo 29

Resolva o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

z'(t) = y(t)
y'(t) = x(t)
Solucgoes

a) digite: sys:= ode({x’(t)=y(t), y'(t)=x(t)}, {x(t), y(t)})
digite: solve(sys)

pressione < enter >
resposta: {[y(t) = Cl exp(t) + C2 exp(-t), x(t) = C1 exp(t) - C2 exp(-t)]}
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Problema de Valor Inicial

Para resolvermos um (PVI) do tipo

F(x,y/(x),y”(x), ) = 0
y(@o) = yo
y'(xo) =1

usamos o comando solve(ode()) para sistemas de equagoes diferenciais introduzindo as
condigoes iniciais como equagoes do seguinte modo:

Exemplo 30

y'(x) =4a’y(x) —y(x)
y(1) =

Resolva o seguinte PVI

Solugoes
a) digite: solve(ode({y’(x)=4*x3*y(x), y(1)=3,}, y(x)))

pressione < enter >

resposta: {3 exp(-1) exp(x*)}
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